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AVVERTIMENTO 

SULLA DODICESIMA EDIZIONE- 

(' J < s 

. é. fu<ip4;s * - l . 

\ 

I ' 

Ua dimostrazione della teoria delle parallele , 
tale qual essa era stata presentala nella 3/ edi- 
zione di quest' opera , e nelle successive edizioni , 

Jino all 6*.* inclusiva , non essendo al coverto di 
qualche obbiezione , er<m determinato nella 9.* edi- 
zione di ristabilire questa teoria presso a poco sul- 
la stessa base di Euclide ; ma delle ulteriori ri-, 
flessioni fatte sul medesimo oggetto, delle quali se 
ne daranno gli sviluppi nella nota IL , hanno fatto 
scoprire due nuove maniere di dimostrare il teo- 
rema sopra i tre angoli di un triangolo , senza il 
soccorso di alcun postulato. Si è inserita per con- 
seguenza una di queste dimostrazioni nel testo di 
questa edizione , scegliendo quella che meno si al- 
lontana dalle idee ordinarie , e che cT altronde non 
sembra più difficile a comprendersi di quella ch'era 
stata data nelle edizioni precedenti , dalla 3.* Jino 
all <?.* 

Un altro cambiamento che si farà rimarcare 
in questa edizione , è relativo alla solidità della 
piramide triangolare. Si è ristabilita questa dimo- 
strazione presso a poco come quella data nella' l 
prima edizione di quesiieletnenli, ma profittando 
di una felice idea , dovuta al sig. Quarret , capo è 
(C istruzione a Saint-Malo ; essa consiste a rende- 
re eguali le altezze de' prismi eccedenti e deficien- 
ti, che si costruiscono nelle due piramidi para - 

* 
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gonate. Con questo mezzo la dimostrazione della 
solidità della piramide sembra ridotta all’ultimo 
grado di semplicità , di cui essa era suscettibile. 

In fine , siccome le tavole trigonometriche co- 
strutte secondo la divisione decimale del quadran- 
te , non sono così generalmente sparse , come quel- 
le che si rapportano all ’ antica divisione della cir- . 
conferenza , si è creduto perciò che non sarebbe 
inutile di aggiungere agli esempi di calcolo dati 
nella trigonometria , i risultamenti che darebbe l'uso 
delle antiche tavole. 

Il lettore che vorrà limitarsi , almeno in una 
prima lettura , ai semplici elementi , può passare 
senza inconveniente alcuno le note , gli appendici , 
e generalmente lutto ciò cK è segnato con le virgole 
al margine , come essendo meno utile, o chiedendo 
uno studio più approfondito. Egli tornerà inseguito 
su questi oggetti , se lo crede a proposito , sceglien- 
do quegli che gli converranno meglio , dietro I av- 
viso di un professore illuminato. 


N. B. I numeri posti al piede della pagine indicano le proposizioni 
alle quali bisogna ricorrere per l'inlclligenza delle dimostrazioni. Un sol 
numero, come 4, indica la proposizione IV del libro corrente, due nu- 
meri , 30. 3 , indicano la XX proposizione del' libro III. 

Le aggiunzioni da noi falle a questa edizione saranno coni rassego ale 
da unì croccila (f). 

; a . * * • r. . I * Zi . 1 ' ■' * ’** ■ ' 
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LI RAO PRIMO. 

i;. > 

PRINCIPI. 

/ ’ 

1 ' 

DEFINIZIONI. 

,1 , T *,* 


i. jL* Geometria è una scienza che ha per oggetto la mi- 
sura dell’estensione. . , r . 

L’ estensione ha tre dimensioni , lunghezza , larghezza , 
ed altezza. 

il. La Linea è una lunghezza senza larghezza. 

Le estremità d’una linea si chiamano punti : il punto 
non ha dunque alcuna estensione. . .. . 

ni. La Linea retta è il più corto cammino da un punto ad 
un altro. 

ìv. Ogni linea , che non è retta , nè composta di lince ret- 
te , è una linea curva. 

Così AB ( Fig. 1. ) è una linea retta, ACDB una linea 
spezzata , o composta di linee rette, ed AEBèuna linea curva. 

v. Superficie è ciò che ha lunghezza, e larghezza, senza 
altezza o grossezza. 

vi. Il piano è una superficie,, nella quale prendendo due 
punti a piacere , ed unendo questi due punti con una linea 
retta, questa linea sta tutta intera nella superficie., 

vn. Ogni superficie che non è piana , nè composta di su- 
perficie piane , è una superficie curva- 

vili. Solido , o Corpo è ciò che riunisce le ire dimensioni 
dell’ estensione. 

ix. Allorché due lince rette AB, AG ( Fig. 2. ) s’incontra- 
no , la quantità più o meno grande , per cui esse scfiio di- 
stanti l’una dall’allra, rispetto alla loro posizione, si chiama 
angolo , il punto d’ incontro , o d’ intersezione A è il vertice 
dell'angolo , le linee AB , AG ne sono i lati. 

L’angolo s’indica talora colla sola lettera del vertice A, 
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fi Geometria Piana. 

talora con tre lettere BAC , "CAB , avendo cura di mettere in 

mezzo la lettera del vertice. 

Gli angoli sono, come tutte le quantità, suscettibili d’ud- - 
dizione, di sottrazione, di moltiplicazione e di divisione: co- 
si l’angolo DCE ( Eig. 20. ) è la somma dei due angoli DCB, 
BCE , e l'angolo DCB è la differenza dei due angoli DCE, BCE. 

x. Quando la linea retta AB ( Fig. 3 ) incontra un’altra 
retta CD , in modo che gli angoli adiacenti BAC, BAD siano 
uguali fra loro , ognuno di questi angoli si chiama arguto 
retto , c la linea AB si dice perpendicolare sopra CD. 

xi. Ogni angolo BAC ( Fig. 4. ) minore di un angolo retto 

è un angolo acuto , ogn’angolo DEF maggiore del retto è un 
angolo ottuso. , 

xit. Due l'nee rette si dicono parallele allorché essendo si- 
tuate nei medesimo piano non possono incontrarsi a qualùn- 
que distanza che si prolunghino Cuna e l'altra. Tali sono le 
rette AB , CD. ( Fig. S. ). 

xiu. Figura piana è un piano terminato per ogni parte da 
linee. 

Se le linee son rette , lo spazio che esse racchiudono , 
si chiama figura rettilinea , o poligono , e le linee stesse pre- 
se insieme formano il contorno o perimetro del poligono (Fig. 6 .) 

xiv. Il poligono di tre lati è il più semplice di tutti, e si 
chiama triangolo ; quello di quattro lati si chiama quadrila- 
tero \ quello di cinque pentagono ; quello di sei esagono , ec. 

xv. Si chiama triangolo equilatero quello che ha i suoi tre 
lati uguali ( Fig. 7. ) 5 triangolo isoscele quello , di cui due 
soli Iati sono uguali ( Fig. 8 . ) ; triangolo scateno quello , 
che ha i suoi tre lati disuguali. ( Fig. 9. ) 

xvi. 11 triangolo rettangolo è quello, che ha un angolo retto. 

11 lato opposto all’angolo retto si chiama ipotenusa. Così ABC 
( Fig. 10 ) è un triangolo rettangolo in A , ed il lato BC è 
la sua ipotenusa. 

xvn. Fra i quadfilateri si distinguono. 

11 quadrato , che ha i suoi lati uguali , ed i suoi angoli 
retti. ( Vedete la prop. XX. lib. I, ) ( Fig. il. ) 

Il rettangolo , che ha gli angoli retti senz’ avere i Iati 
uguali. ( Vedete la medesima proposizione ). ( Fig. 12. ) 

U parallelogrammo o rombo j che ha i lati opposti pa- 
ralleli. ( Fig. 13. ) 

La losanga , che ha i lati eguali senza che gli angoli 
siano retti. ( Fig. 14. ) 

Finalmente il Trapezio , di cui due soli lati sono pa- 
ralleli. ( Fig. 18. ) < 


$ 
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xvm. Si chiama diayonale la linea che unisce i vertici di 
due angoli non adiacenti : tale è AC. ( Fi". 42. ) 

xix. Poligono equilatero è quello in coi tutti i lati sono 
uguali : poligono equiangolo quello in cui tutti gli angoli 
sono uguali. 

xx. Due poligoni sono equilateri tra di loro quando hanno 
ì lati rispettivamente uguali , e situati nel medesimo ordine, 
vale a dire , allorché seguitando i loro contorni in un mede- 
simo senso , il primo lato dell'uno è uguale al primo dell'al- 
tro , il secondo dell’uno al secondo dell'altro, il terzo al ter- 
zo , e cosi di seguito. Nella stessa maniera si concepisce cosa 
s’intenda per due poligoni equiangoli tra di loro. 

In ambedue i casi i lati uguali , o gli angoli uguali, si 
chiamano Iati o angoli omologhi. 

N. B. Ne' quattro primi libri non ai tratterà die delle Bgure pia- 
ne o descritte sopra di ima aupcr6cie piana. 

Spiegazione de’ termini « de’ segni. 

Assioma è una proposizione evidente di per se stessa. 

Teorema è una verità che djviene evidente per mezzo di 
un ragionamento chiamato dimostrazione. ^ 

Problema è una questione proposta, che esige unajo/uztWL 

Lemma è una verità impiegata sussidiariamente per la di- 
mostrazione di un teorema, o per la soluzione d’un problema., *• 

Il nome comune di proposizione si attribuisce indifferen- 
temente ai teoremi , problemi , e lemmi. 

Corollario è la conseguenza che deriva da una o da più 
proposizioni. 

Scolio è un* osservazione sopra una o più proposizioni 
precedenti , che tende a far vedere il loro legame , la loro 
utilità , la loro restrizione , o la loro estesa applicazione. 

Ipotesi è una supposizione fatta o ndll' enunciato d’ una 
proposizione , o nel corso d’una dimostrazione. 

11 segno =s‘è il segno deirugungliunza ; cosi l’espressione 
A=B significa che A è uguale a B. 

Per esprimere che A è minore di B , si scrive A<B. 

Per esprimere che A è maggiore di B , si scrive A>B. 

Il -segno -}- si pronunzia pù« , ed indica l’addizione. 

Il segno — si pronunzia meno, e dinota la sottrazione: cosi 
A-j-B rappresenta la somma delle quantità AeB; A— B rap- 
presenta la lor differenza, o ciò che resta togliendo B da A: 
così A— B-j-C, o A-f-C— R significa che A e debbono essere 
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aggirile insieme, e che B dev’esser lolla dalla loro somma. 

Il segno X- indica la moltiplicazione 5 cosi AXB rappre- 
^cnla il prodoitp di A moltiplicata per B. Invece del segno X 
c> ?^P era un punto ^ cosi A. fi è lo stesso che AXB. 

o indica ancora il medesimo prodotto senza alena segno in- 
termedio con AB; ma non bisogna impiegare questa espres- 
sione che quando non si ha nel medesimo tempo da impie- 
gare quella; linea AB , disianza dei pimli A e B. 

, 'h espressione AX (B-f-C— D) indica il prodotto di A per 
,a quantità B-J-C—D. Se bisognasse moltiplicare A-f-B per 
A— B+C, s’indicherebbe il prodotto così (A-j-B)X(A— B-j-C). 
Tutto ciò che è rinchiuso tra parentesi è considerato come 
una spia quantità, i . s • j . 

Un numero posto innanzi ad una linea o ad una quan- 
tità, serie di moltiplicatore a questa linpa 0 a questa quan- 
tità : così per esprimere che la Ijnea AB è presa tre volte 
si sci ve 5 AB , per indicare la metà dell’angolo A , si scri- 
ve ! A. . 

li quadrato della linea AB s’indica con AB - , il suo cubo 


con AB. Spiegheremo a.' suo luogo ciò che significa precisa- 
mente il quadrato, e il cubo d’una linea. 

^11 segno y indica un a rad ice da estrarsi : cosi y 2 è la 

«me quadrata di 2; y AXB è là radice del prodotto AXB, 
0 la media proporzionale tra A e B. 


'Assiomi. 

1 ' , • i -..i il 


1 . Due quantità uguali a una terza sono uguali fra loro. 

2. li tutto e maggiore della sua parte. 

3 . Il tutto è eguale alla somma delle parti , nelle quali è 

stato diviso. > • • 


un punto ad un altro non si può condurre che una 
swlH^lnea retta. 


5 . Due grandezze , lince, superficie, 0 solidi , sono uguali 
allorché, essendo situate l’una sull’altra, coincidono in tutta 
la Jtt^estensione. ■ 
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PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 


• < ■'! •• Gli angoli retti sono tutti eguali fra loro. 

Sia la linea retta CD ( Fig. 16. ) perpendicolare ad AB, 
e GII ad EF ; dico che gli angoli ACD , EGH saranno uguali 
fra loro. ' 

Si prendano le quattro distanze ngunli GA, GB, GE, GF, 
la distanza AB sarà uguale alla distanza EF , e si potrà si- 
tuare la linea. EF sopra AB, >in manièra cbb il punto E cada 
in A , e il punto F in B. Queste due linee così situatq coin- 
cideranno intieramente I’ unii cori I’ altra , poiché altrimenti 
vi sarebbero due linee rette da A a,B, il che è impossibile (a); 
dunque il punto G medio di EF cadrà sul punto G rpedio 
di AB. Il lato EG essendo così applicato sopra GA, dicq cRe 
il lato GH cadrà sopra CD; poiché supponiamo , s’è possibi- 
le , che cada sopra CK differente da CD; siccpme per ipof- 
isi ( b ) , I’ angolo EGII=I1GF , bisognerebbe che si avesse 
ACK=J£CB. àia 1’ angolo ACK è maggiore di ACD , c F an- 
golo RGB è minore di BGD; d'altronde per ipotesi, ACD=p 
BCD; dunque ACK è maggiore di KCB : dunque la linea GII 
non può cadere sopra una linea CK differente da CD , ondo 
essa cade sopra CD, e l’angolo EGH sopra ACD; dunque tutti 
gli angoli retti sono uguali fra loro. 


PROPOSIZIONE II. 1 

. ; ■ •• r * • . 

TEOREMA. 

Ogni linea retta CD (Fig. 17.), che ne incontra un al . 
tra AB , fa con questa due angoli adiacenti ACD, BCD, la 
cui somma è uguale a due angoli retti. 

Dal punto C si elevi sopra AB la perpendicolare CE. 
L’angolo ACD è la somma degli angoli ACE , ECD , dunque 
ACD-f-BCD sarà la somma dei tre ACE , ECD , BCD. il pri- 
mo di questi è retto , gli altri due Tanno insieme l’ angolo 
retto BCE : dunque la somma dei due angoli ACD , BCD ó 
uguale a due angoli retti. 

Corollario I. Se uno degli angoli ACD, BCD è retto , 
l’altro sarà parimente. 

Corollario li. Se la linea DE ( Fig. 18. ) è perpendico- 
lare ad AB , reciprocamente AR sarà perpendicolare a DE. 


(a) 4. — (6) Def. IO. 
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Po. che dall essere DE perpendicolare ad AB ne segue che 
I angolo ACD è uguale al suo adiacente DCB , e che dessi so- 
no ambedue retti. Ma dell’essere l’angolo ACD nn agolo retto 
ne segue che il- suo adiacente ACE è pure un angolo retto s 
dunque 1 angolo AC|=ACD; e perciò AB è perpendicolare a DE. 

Corollario IJl^ Tutti gli angoli consecutivi BAC, CAD , 
DAE, EAF (fig. 54.) formali da una medesima parte della 
retta BF, presi insieme valgono due angoli retti , perchè la 
lor somma e eguale a quella dei due angoli adiacenti BAC,CAF. 

PROPOSIZIONE III. 

T B 0 B B M A. 

Due linee rette , che hanno due punti comuni , coincido- 
no l'una coll’altra in tutta la loro estensione , e non forma- 
no che una sola e medesima linea retta. 

Siano i due punti comuni A e B ( Fig. 19. ) ; prima di 
tutto le due linee non ne devono formar che una sola tra A 
e B, poiché altrimenti vi sarebbero due linee rette da A in B, 

11 che è impossibile (a). Supponiamo in seguito che qégste li- 
nee , essendo prolungale , cominciano a separarsi al punto C, 
Cuna divenendo CD , l’altra CE. Si tiri pel punto C la linea 
CF, che faccia con CA l’angolo retto ACF. Poiché la linea ACD 
è retta’, l’angolo FCD sarà un angolo retto (6) -, poiché la li- 
nea ACE è retta, l’angolo FCE sarà parimente un angolo retto. 
Ma la parte FCE non può essere uguale al tutto FCD^ dun- 
que le linee rette , che hanno due punti A e B comuni, non 
possono separarsi in verun punto del loro prolungamento , 
dunque esse non formano che una sola e medesima linea retta. 

PROPOSIZIONE iV. 

T E 0 B E M A. 

Se due angoli adiacenti ACD , DCB ( Fig. 20. ) equival- 
gono insieme a due angoli retti , i due lati esterni AC , CB 
saranno in linea retta. 

Poiché, se CB. non è il prolungamento di AC, sia CE que- 
sto prolungamento ; allora la linea ACE essendo retta, la som- 
ma degli angoli ACD, DCE sarà uguale a due retti (c). Ma , 
per ipotesi , la somma degli angoli ACD, DCB è pure ugua- 
le a due retti * dunque ACD-f-DCB sarebbe uguale ad ACD 

(a) A*s. 4. — (b) Pr. 2. Cor. 1. — (< ) iV. 2. 


Digitìzed by Google 



Libro /. 11 

-f-DCE •, togliendo da ambe le parti l’angolo ACD, restenb^^ 
la parte DCB eguale al nino DCE \ lo che è impossibile. Dui™ 
que GB è il prolungamento di AG. 

PROPOSIZIONE V. 

, ■ • 1 . • 

TEOREMA. 

Qualora due linee rette AB, DE ( Fig. 21.) si tagliano , 
gli angoli opposti al vertice sono uguali. 

Imperocché , siccome la linea DE è retta , la somma de- 
gli angoli AGD , ACE è uguale a due retti , e siccome la li- 
nea AB è retta , la somma dogli angoli ACE, BCE è pure u- 
guale a due retti. Dunque la somma ACD-fACE è uguale alla 
somma ACE-J-BCE. Togliendo da ambe le parti lo stesso an- 
golo ACE, resterà l’angolo ACD uguale al suo opposto BCE. 

Si dimostrerebbe similmente che l’angolo ACE è uguale 
al suo opposto BCD. 

Scolio, t quattro angoli formati intorno a un punto da 
due rette che si tagliano, equivalgono insieme a quattro an- 
goli retti ; poiché gli angoli ACE , BCE presi insieme equi- 
valgono a due angoli retti , e gli altri due ACD, BCD hanno 
lo stesso valore. 

Ingenerale, se quante rette si vogliano CA, CBec. (Fig. . 

22. ) s’incontrano in un punto C , la somma di tulli gli an- 
goli consecutivi ACB , BCD , DCE , ECF , FCA , sarà uguale 
a quattro angoli retti. Poiché se si formassero al punto C 
quattro angoli retti col mezzo di due linee perpendioolari tra 
loro , lo stesso spazio sarebbe occupalo tanto da’ quattro an- 
goti retti , quanto dagli angoli successivi ACB , BCD ecc, 

PROPOSIZIONE VI. 

T B O R K M A 

Due triangoli sono uguali quando hanno un angolo uguale 
compreso tra due lati respetlicamente uguali. 

Sia l’angolo A ( Fig. 23. ) uguale all’angolo D , il lato 
AB uguale a DE , il Iato AC uguale a DF *, dico che i trian- 
goli ABC , DEF saranno uguali. *! 

Infatti, questi triangoli possono esser posti l’uno sull’al- ? 

irò in maniera che dessi coincidono perfettamente. E in pri- 
mo luogo , se si pone il Iato DE sul suo uguale AB, il pun- 
to D cadrà in A , e il punto E in B. Ma poiché 1’ angolo D 
è uguale all'angolo A , da che il Iato DE sarà situalo sopra 
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# , il lato DF prenderà la direzione AC. Di più DF ò uguale 
AC ; dunque il punto F cadrà in C , ed il terzo lato EF 
coprirà esattamente il terzo lato BC, dunque il triangolo DEF 
è uguale al triangolo ABC (a). 

Corollario. Dunque dall’ essere uguali tre cose in due 
triangoli, cioè, l’angolo A=D , il lato AB=DE , ed il lato 
AC=DF , si può conchiudere che le altre tre sono ancora e- 
guali, cioè l’angolo B=E, l'angolo C=F, ed il lato BC=EF . 

r \>f1 * ' • ' * . ’ ' ’ 

PROPOSIZIONE VII. ,» 

! ; ^ . i , T E 0 H K M A 

t Due triangoli sono uguali quando hanno un lato uguale 
adiacente a due angoli respettivamente uguali. 

Sia il Iato BC ( Fig. 23. ) uguale al lato EF., I’ angolo 
B uguale all’angolo E, e l’angolo C uguale all’angolo F-, dico 
che il triangolo DEF sarà uguale al triangolo ABC. 

' Poiché , per eseguire la soprapposizione, sia situato EF 
sul suo uguale BCj il punto E cadrà in B, cd il punto F in 
C. Poiché l’angolo E è ugnale all’angolo B , il lato ED pren- 
derà la direzione di BY, onde il punto D si troverà su qual- 
che punto della linea BY. Parim>nte, poiché l’angolo F è ti- 
gnale all’angolo C , la linea FD prenderà la direzione di CA, 
ed il punto D si troverà su qualche punto del lato CA; dun- 
que il punto D, che dente trovarsi a un tempo stesso sulle 
due linee BA , CA , cadrà sulla loro unica intersezione A ; 
dunque i due triangoli ABC, DEF coincidono l’uno coll altro, 
e sono perfettamente uguali. ,■ 

Coróllario. Dunque dall’ essere uguali tre cose in due 
triangoli , cioè , BC=EF , B==E , C=F , si può conchiudere 
che le altre son pure uguali , cioè, AB=DE-, AC=DF, A=D. 

PROPOSIZIONE Vili. 

al. ... i r ' V 5 . «■ ' . >•' 

. <r. E O B E M A I • • . a 

. I» 1 • ■ .* ! n 4 ' ■ 

la un triangolo un lato qualunque è minore della som- 
mo degli altri due. 

Imperocché la linea retta BC ( Fig. 23. ) per esempio , 
è il più corto cammino da B in C (6)-, dunque BC è minore 
di BA-j-AC. 

(a) As. o. — (b) Dcf . 3. 
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Libro L 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA, 

Se un da punto 0 ( Fig. 24. ) preso dentro il triangolo 
ABC si conducano alle estremità d’un lato BC le linee rette , 
OB, OC, la somma di queste rette sarà minore di quella de - 
- gli altri due lati AB , AC. «■ f 

Sia prolungala BO fino all’inconlro del lato AC in IV, la 
linea retta OC è più corta che OD-J-DC(a), aggiungendo da 
una parte e dall’altra BO , si avrà BO-f-OC<BO-f OD-f-DC , 

ossia BO+OC<BD+DC. . , { , 

Si ha parimente BD<BA-4*.\D , aggiungendo da ambe le 
parti DC, si avrà BD+DC<BA-}-AC. Ma abbiamo trovalo BO-f- 
OC<BD-j-DC, dunque con più ragione sarà BO-J-OC<BA-j-AC. 


PROPOSIZIONE X. 


TEOREMA. 


Se i due lati AB, AC (Fig. 25.) del triangolo ABC sono 
uguali respettii amente a’ due lati DE, DF del triangolo DEF,' 
e se nel tempo stesso l'angolo BAC, compreso dai primi , è mag- 
giore dell’angolo EDF, compreso dui secondi ; dico che il terzo 
lato BC del pr imo triangolo saràmaggiore del terzoEF delsccondo. 

Si faccia l’angolo CAG=D, si taglia AG=DE, e si soggiun- 
ga CG, il triangolo GAC sarà uguale al triangolo DEF; giacche 
questi triangoli hanno per costruzione un angolo uguale com- 
preso tra lati uguali (6); si avrà dunque CG=EF. Ora possono 
darsi tre casi secondochè il punto G cada fuori del triangolo 
ABC o sul Ialo,-BC,, .o dentro dello stesso triangolo. 

Primo caso. Là linea 'retta GC ( Fig. 25. ) è più corta 
di GI-j-IC; la linea retta- AB è più corta di AI— |- IB ; dunque 
GC-f-AB è minore di Gl-J-Al-f-lC-flB, ovvero, ciò che torna 
lo stessb', GC-f-AB<AG-f-BC. Togliendo da una parte AB, e 
dall’altra la sua uguale AG, resterà CC<BC , ma GC=EF , 
dunque si avrà EF<BC. 

Secondo caso. Se il punto G ( Fig. 26. ) cade sul lato 
BC , è chiaro che GC , o la sua uguale EF sarà minore di BC. 

Terzo caso. Finalmente se il punto G ( Fig. 27. ) cade 
dentro del triangolo ABG , si avrà , secondo il teorema pre- 
cedente , AG-|-GC<AB-J-BC. Togliendo da una parie AG , e 


* 


■ (a) Pr. 8. - (6) Pr. 6. 
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Corollario. Un triangolo equilatero è nel medesimo tem- 
po equiangolo , cioè che ha lutti i suoi angoli eguali. 

Scolio. L’ eguaglianza de’ triangoli ABD , ACD prova nel 
tempo stesso che l’angolo BAD=DAC , e che l’angolo BDA= 
ADC ; dunque questi due ultimi sono retti ; dunque la retta 
tirata dal vertice d'un triangolo isoscele al punto medio del- 
la tua base è perpendicolare a questa base , e divide l'angolo 
al vertice in due parti uguali. 

In un triangolo non isoscele si prende indifferentemente 
per baie un lato qualunque , ed allora il suo vertice è quello 
dell' angolo opposto. Nel triangolo isoscele si prende particolar- 
mente per baie il lato che non è uguale ad uno degli altri due. 

PROPOSIZIONE XIII. 
t e o ■ B M A. 

Reciprocamente, te in un triangolo due angoli tono ugua- 
li, i lati opposti saranno uguali , ed il triangolo sarà isoscele. 

Sia l’angolo ABC=ACB (Fig. 29. ), dico che il Iato AG 
sarà uguale al Iato AB. 

Poiché, se questi lati non sono uguali , sia AB il mag- 
giore de’ due. Si tagli BD=AC , e si congiunga DC. L’ango- 
lo DBC è, 'per ipotesi , uguale all’angolo ACBj i due lati DB, 
BC sono uguali a’ due AC|, CB ; dunque il triangolo DBC (a) 
sarebbe eguale al triangolo ACB ; ma la parte non può esse- 
se eguale al tutto ; dunque non vi è ineguaglianza tra i lati 
AB , AC *, dunque il triangolo ABC è isocele. 

PROPOSIZIONE XIV* 

, * 

T E O B E M A 

Di due lati d’ un triangolo , il maggiore è quello che è 
opposto ad un angolo maggiore ; e reciprocamente , di due 
angoli d'un triangolo , il maggiore è quello che è opposto ad 
un lato maggiore. 

1 .® Sia l’angolo C>B ( Fig. 30. ) ; dico che il lato AB op- 
posto all’angolo C è maggiore del lato AC opposto all’angolo B. 

Si faccia l’angolo BCD=B; nel triangolo BDC si avrà (6) 
BD=sDC. Ma la linea retta AC è minore di AD-f-DC, ed AD-f- 
DCs=AD-f-DB=AB -, dunque AB è maggiore di AC. 

2.° Sia il lato AB>AC -, dico che l’ angolo C opposto al 
lato AB , sarà maggiore dell’angolo B opposto al lato AC. 

(a) Pr. 6. — (b) Pr. 15. 

Geom. Piana 1 * 
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Poiché , se si avesse C<B , ne seguirebbe da ciò che si 
è dimostralo , AB<AC , il Che è contro la supposizione. Sé 
poi Tosse C=:B , ne seguirebbe (a) AB=AC •, il che è pure 
contro la supposizione. Dunque bisogna che I* angolo C sia 
maggiore di B. 

PROPOSIZIONE XV. 

. « . ‘ • * • ‘ ' \ * 

TEOREMA. , . ; 

1 Da itti punto A (Fig. 31. ) dato fuori d'una reila DE non 
si può abbassa’ e che una sola perpendicolare a questa reità. 

In fatti suppóniamo che se né possano abbassare due AB, 
ed AC -, prolungasi una di esse AB di una quantità BF=AB, 
e si unisca FC. 

Il triangolo CBF ò uguale al triangolo ABC, poiché l’an- 
golo CBF è retto , al pari di CBA; il lato CB è comune, ed 
il lato BF=\B •, dunque questi triangoli sono uguali (à) , e 
ne segue che l’angolo BCF=BCA. L’angolo BOA é retto, per 
ipotesi dunque l’angolo BCF è anche retto. Ma se gli an- 
goli adiacenti BCA , BCF equivalgono insieme a due angoli 
retti , bisogna che la linea ACF sia retta (c); dunque resulta 
che per i due medesimi punti A, e F si potrebbero condur- 
re due linee rette ABF, ACF, il che è impossibile (d); dun- 
que è parimente impossibile che dà un medesimo punto si pos- 
sano abbassare due perpendicolari sulla medesima linea retta. 

Scolio. Da un medesimo punto C ( Fig. 17. ) dato so- 
pra la linea AB è ugualmente impossibile di alzare due per- 
pendicolari a questa linea -, perchè se CD, CE fossero queste 
due perpendicolari, l’angolo DCB sarebbe retto, come pure 
BCE , e la parte sarebbe eguale al tutto. 

PROPOSIZIONE XVI. 1 

i • *i \ » ' '< 4* \t l *\ *.* ,.\0 

. r ’ , T E O B £ M A» ... » 

‘ • *•’*.' * * • * i 

Se da un punto A ( Fig. 31. ) situalo fuori ì’itha ret- 
ta DE si abbassino la perpendicolare AB su questa retta ?r e 
differenti oblique AE , ACI , AD , ec. a differenti punti della 
medesima retta : ’ ..,-t | 

t ‘ l.° La perpendicolare ÀB sarà più corta di ogni obliqua. 

* 2.° Le due oblique AC , ÀE , condotte da una parte e 

dall'altra della perpendicolare a disianze uguali BC, BE, sa- 
ranno uguali. 

(a) Pr. 13. — (b) Pr. 6. — (c) Pr. 4, — (d) A*s. 4. 
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3® Di due oblique AG ed AD, e AE ed AD, condotte co- 
me si vorrà , quella che « allontana di più dalla perpendi- 
colare , sarà la più lunga. 

Prolunghisi la perpendicolare AB di una quantità BFsaAB, 
e si congiungano FC , FD. 

I. 8 11 triangolo BCF è uguale al triangolo BCA, perchè 
l’angolo relto CBF ss CBA , il lato CB è comune , ed il lato 
BF=BA; dunque [a) il terzo lato CF è uguale al terzo AG. 
Ora ABF linea retta è più corta di ACF linea spezzata; dun- 
que AB metà di ABF è più corta di AG metà di ÀGF: dun- 
que l.“ la perpendicolare è più corta di ogni obliqua. 

%° Se si suppone BE=BC, siccome si ha inoltre AB co- 
mune, e l’angolo ABE =ABC, ne seguo che il triangolo ABE 
è uguale al triangolo ABG ; dunque i lati AE, AG sono ugua- 
li ; dunque 2.° due oblique che si allontanano ugualmente 
dalla perpendicolare sono uguali. 

3.° Nel triangolo DFA la somma delle linee AC , CF è 
minore (b) della somma de’ lati AD, DF ; dunque AG , metà 
della linea ACF , è minore di AD, metà di ADF; dunque 3.° 
le oblique che si allontanano di più dalla perpendicolare , 
sono le più lunghe. 

Corollario /. La perpendicolare misura la vera distanza 
da un punto ad una retta, poiché essa è più corta d’ogni obliqua. 

II. Da un medesimo punto non si possono condurre a una 
medesima linea tre rette uguali ; poiché , se ciò fosse, vi sa- 
rebbero da una medesima parte della perpendicolare due o- 
blique uguali , il che è impossibile. 

PROPOSIZIONE XVII. 

' TEOREMA. 

Se dal punto C. ( Fig. 32. ) medio della retta AB, si elevi 
la perpendicolare CE su questa retta, l.° ogni punto della per- 
pendicolare sarà ugualmente distante dalle due estremità della 
linea AB ; 2.° ogni punto situato fuori della perpendicolare 
sarà disugualmente distante dalle medesime estremità A e B. 

Imperocché l.° siccome si suppone AC =CB; le due obli- 
que AD , DB si allontanano ugualmente dalla perpendicolare; 
esse dunque sono uguali. Lo stesso si dica delle due oblique 
AE, EB, dello due AF, FB, oc. ; dunque i.° ogni punto della 
perpendicolare ò ugualmente distante dalle estremità A, e B. 

(a) Pr. 6. — (b) Pr. 9. 

Geom. Piana 2 
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2." Sia I nn punto fuori della perpendicolare; se si uni- 
scano IA , 1B : una di queste linee taglierà la perpendicolare 
in D, d'onde tirando DB, si avrà DB=DA. Ma la linea retta 
1B è più corta della linea spezzata ID-f-DB, ed I D— |- DB =1 D— J- 
DA=IA; dunque 1B<IA ; dunque 2.° ogni punto fuori della 
perpendicolare è disugualmente distante dalle estremità A e B. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA 

Due triangoli rettangoli sono uguali quando hanno 1’ i- 
potcnusa uguale ed un lato uguale. 

Sia l’ ipotenusa AC =DF ( Fig. 33. ) , ed il lato AB =DE; 
dico che il triangolo rettangolo ABC sarà uguale al triangolo 
rettangolo DEF. 

L’ uguaglianza sarebbe manifesta se il terzo Iato BC fosse 
uguale al terzo EF : supponiamo, s’è possibile, che questi lati 
non siano uguali, e che BC sia il maggiore. Si tagli AG =EF, 
e si congiunta AG. Il triangolo ABG è uguale al triangolo DEF, 
poiché l'angolo retto B è uguale all'angolo retto E , il lato 
AB=DE , ed il lato BG=EF , dunque questi due triangoli 
sono eguali (a), e si ha per conseguenza AG=DF: ma, per 
ipotesi, DF =AC ; dunque AG=AC. Ma l’obliqua AC non 
può essere uguale ad AG ( b ), giacché è più lontana dalla 
perpendicolare AB , dunque è impossibile che BC differisca da 
EF ; dunque il triangolo ABC é uguale al triangolo DEF. 


Jl sig. Professore Mandoj, conoscendo la difficoltà che incontrano 
i giovani nel concepire la forza della dimostrazione del se- 
guente teorema, ha creduto conveniente, per maggior chiarez- 
za , di far qui inserire un' altra sua dimostrazione del me- 
desimo teorema. 

lemma. 

Jn ogni triangolo se si prolunga un lato, sarà l'angolo esterno 
maggiore di ciascuno degl' interni ed opposti. 

DIMOSTRAZIONE. 

Sia ABC ( tav. 7 bis, fig. X ) , un triangolo qualunque, 
e sia il lato BC disteso verso D, dico elio l’angolo erterno ACD 
è maggiore di ciascuno degl’interni ed opposti BAC, ed ABC 

(a) Pr. 6. — (b) Pr. 1G. 
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Infatti , si divida AC in parti uguali in E, e tirata BE. 

«i prolunghi in F , finché sia EF =BE , e si congiunga FC. I 
due triangoli ABE, CFE, avendo BE =EF, AE=EC, e l'an- 
golo AEB =CEF, essi saranno eguali, esarà l'angolo EAB =ECF: 
ma l’angolo esterno ACD è maggiore di ECF : dunque sarà 
ancora l' angolo esterno ACD maggiore di EAB, ossia di CAB. 

Similmente si prolunghi il lato AC verso D', si divida BC 
per metà in H e si congiunga AH, la quale si prolunghi in G 
fino a che sia UG =HA, e si compunga CG. I due triangoli 
ABH, CHG, avendo BH =IIC, AH =IIG , e l’angolo AUB = 
C11G, essi saranno eguali, e sarà 1’ angolo ABII =HCG ; ma 
l'angolo BCD' , è maggiore dell’angolo HCG, dunque sarà an- 
cora 1’ angolo BCD' ovvero il suo eguale ACD, maggiore di 
ABH, ossia maggiore di ABC. Dunque ec. 

TEOREMA 

In ogni trianqolo , la somma de’ tre angoli è uguale a due 
angoli retti ( tav. 1 bis fig. Y ). 

DIMOSTRAZIONE. 

In fatti , se la somma de’ tre angoli del triangolo ABC 
non è uguale a due retti, essa dovrà essere maggiore, o minore. 

l.° Sia, s’ è possibile , maggiore , e sia l’angolo MCN 
l’ eccesso di detta somma su due retti. Si divida il lato AC in 
due parti eguali nel punto O, e per esso si tiri la retta BOA', 
sulla quale si tagli OA'= OB , e si congiunga A'C. Similmen- 
te si divida A'C per metà in O', si giunga BO'; sulla quale 
si prenda 0*0"=: OTB , e si unisca A"C. Nello stesso modo si 
continuerà avanti la medesima costruzione, fino a che si perviene 
ad un triangolo A"'BC in cui sia l’angolo A'"CN<MCN. Ciò 
fatto i due triangoli ABO=A'OC, avendo AO—OC, BO=OA’, 
e l’angolo ABO= A’OC essi saranno eguali, esarà l’angolo 
BAO=OCA’, o l’angolo ABO=OA'C; onde sarà la somma di 
BAO-f ABO=OCA'-|-OA , C, cd aggiungendo di comune gli an- 
goli OBC-f-OCB, sarà la somma do’ tre angoli del triangolo 
ABC, eguale a quella do’ tre angoli del triangolo A'BC. Si- 
milmente si dimostra che la somma de’tre angoli del triangolo 
A'BCè eguale a quella de’tre angoli del triangolo A"I1C. ... ' 

A"'BC. Dal che seguo che la somma de’tre angoli di qualsivoglia 
triangolo della serio costrutta , è sempre eguale alla somma 
de’ tre angoli del triangolo ABC. 

Ciò premesso, essendo ciascun angolo interno BA , "C.CBA'" 
minore dell angolo esterno A'^CN, sarà la somma de’due an* 
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goli BA"'C4 CBA" J minore -del doppio deil’csterno A'^CN, 
cd aggiungendo di comune l’angolo A"'CB , sarà la somma 
de’ tre angoli del triangolo A'"BC, ovvero del triangolo ABC, 
minore del doppio dell’ angolo A'"CN più 1’ angolo A'^BC , 
ossia mitioro di due retti più l’angolo A" CN ; mala somma 
de’ tre angoli del triangolo ABC, per ipotesi, è eguale a due 
retti più l’angolo MCN , dunque sarà la somma di due retti 
più l’angolo MCN, minore di due retti più l’angolo A ,;, CN, 
e quindi sarà l’angolo MCN minore di A'"CN, il che è im- 
possibile, dunque è impossibile ancora elic la somma de’ tre 
angoli del triangolo ABC sia maggiore di due retti. 

2.° Sia ora, s’è possibile, la somma de’tre angoli del trian- 
golo ABC minoro di due retti, e sia l’angolo MCN il deficit 
di essa somma su due retti ; sarà per conseguenza la somma 
de’tre angoli del triangolo ABC eguale all’angolo MCB. Ciò 
posto , s’intenda fatta la medesima costruzione di qui innanzi, 
cioè si descriva la serie de’ triangoli A'BC , A'BC... la quale 
si porti tanto avanti , fino a che si arrivi al triangolo A' 1 BC, 
in cui l’angolo A'"CB sia maggiore di MCB. Avendo di sopra 
dimostrato che la somma de’ tre angoli del triangolo A "CB 
è eguale a quella do’ tre angoli del triangolo ABC, sarà perciò 
anche la somma dei tre angoli del triangolo A ' BC eguale al- 
l'angolo MCB, c perciò sarà il solo angolo A'"CB minore dello 
stesso angolo MCB, il elio è impossibile, dunque è impossibile 
ancora che la somma de’ tre angoli del triangolo ABC sia mi- 
nore di due retti. Quindi la somma de’tre angoli del trian- 
golo ABC non potendo essere nè maggiore nè minore di due 
retti , essa sarà eguale a due retti, iiunque è vero che ec. 


PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA. 

In ogni triangolo , la somma de' suoi tre angoli à ugua- 
le a due angoli retti. 

Sia ABC ( Fig. 35. ) il triangolo proposto nel quale noi 
supporremo (1) che AB sia il Iato il più grande, c BC il più 
piccolo, e che per conseguenza ACB sia l’angolo il più gran- 
de , o ABC il più piccolo (a). 

Pel punto A c pel punto I, medio del lato opposto BC, 

(1) Questa supposizione non esclude il caso in cui il la- 
to medio AC fosse eguale ad uno degli estremi AB , o BC. 

(a) Pr. ih. 
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si tiri la retta Al , che si prolungherà in C , fino a che sia 
AC' =AB. Prolunghisi similmente AB in B' in fino a che sia 
AB' doppia di AI. 

Se si dinotino con A , B , C , i tre angoli del triango- 
lo ABC , e similmente con A' . B' , C f , i tre angoli del 
triangolo A'B'C' , dico che si avrà l’angolo C'= B-j-C, e l’an- 
golo A=A'-fB', dal che risula A-f-B-J-C= A'-f-B'-f-C' ; cioè 
a dire che la somma de’ tre angoli è la stessa nei duo triangoli. 

Per dimostrarlo si faccia AK= Al , e si congiunga C'K. 
Si avrà il triangolo C'AK eguale al triangolo BAI, poiché in 
questi due triangoli l’angolo comuno A è compreso tra lati 
respettivamento eguali, cioè AC'=AB; ed AK= AI. Dunque 
il terzo lato C'K è eguale al terzo Iato BI , e quindi anche 
l’angolo AC'K = ABC, e l’angolo AKC — AIB. 

Dico ora che il triangolo B'C'K è uguale al triangolo ACI : 
poiché la somma dei due angoli adiacenti AKC-f-C'KÌV è ugua- 
le a due angoli retti [a] al pari della somma dei due angoli 
AIC •f AIB, sottraendo da una parte e dall’altra gli angoli 
eguali AKC', AIB, resterà l’angolo C'K'B=AIC. Questi an- 
goli eguali nei due triangoli sono compresi tra lati respetti- 
va mente eguali cioè, C'K=IB=CI, e KB' = AKrsAI, giac- 
ché per costruzione AB'~ 2AI =2AK. Dunque i due triangoli 
B'C'K , AGI , sono eguali (6), c perciò il lato C'B'=: AC, l’an- 
golo B'C’K = ACB , e l’angolo KB'C"= CAI. 

Segue da ciò l.° che l’angolo AC'B* , disegnato con C', 
è composto da due angoli eguali agli angoli B e C del trian- 
golo ABC, e che perciò si ha C'=:B-}-C. 2. tt elio l’angolo A 
del triangolo ABC è composto dell’angolo A', ossia C'AB' che 
appartiene al triangolo AB'C' , e dall’ angolo .CAI eguale al- 
1’ angolo B' dello stesso triangolo, ciò che. dà A ss A' -f- B' 
dunque sarà A-j-B-j-C = A'-(-B -f-CC Daltronde perchè si ha 
per ipotesi AC<AB, e per conseguenza C'B'<AC' si vede che 
nel triangolo AC'B l’angolo in A designato da A', è mino- 
re di B' , e siccome la somma di questi due angoli è uguale 
all’ angolo A del triangolo proposto , cosi no segue che si ha 
l'angolo A’ < •/» A. 

Se si applica la stessa costruzione al triangolo AB'C' , per 
formare un terzo triangolo AC"B" , i cui angoli sono di- 
segnati con A" , B" , C" , si avranno simdmente le duo egua- 
glianze C"= C'+B' , A'=A"-{-B', dal che risulta A'-fB’-j- 
C's A"4-B"-j-C". Quindi la somma dei tre angoli èia stessa 

(a) Pr. 2. — (b) Pr. 6. 
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in questi tre triangoli. Si avrà nel medesimo tempo l'angolo 

A 11 < V* A' , e per conseguenza A" <*/4 A. 

Continuando indefinitaniento la serie dei triangoli AC'B% 
AC'-'B' 1 , ec. si arriverà ad un triangolo abc nel quale la 
somma dei tre angoli sarà sempre la stessa che nel triangolo 
proposto ABC , e che avrà 1’ angolo a più piccolo di qualun- 
que termine che vorrassi della progressione decrescente 'A A, 
’/i A, ’/s A , ec. 

Si può dunque supporre questa serie di triangoli prolun- 
gata fino a che l’angolo a sia minore di qualunque angolo 
dato. £ se per mezzo del triangolo abc si costruisce il trian- 
golo seguente a 1 b ' e 1 , la somma degli angoli a' -f- V di que- 
sto triangolo sarà eguale all’angolo a, e sarà per conseguenza 
minore di qualunque angolo dato; dal che si vede che la somma 
de’ tre angoli del triangolo a' b' c 1 ci riduce quasi al solo angolo c r . 

Per aver la misura precisa di questa somma, prolunghisi 
il Iato a 1 c 1 verso d 1 , e si chiami a:’, l’angolo esterno b' c' d r ; 
quest’angolo x' , unito all’angolo e 1 del triangolo a’ Ve’, fa 
una somma eguale a due angoli retti (a); e perciò disegnan- 
do l’angolo retto con D, si avrà c’=2D — x 1 , dunque la som- 
ma degli angoli del triangolo a 1 b 1 c’ sarà. 

2D •+• a 1 -f6' + a'. 

Ma si può concepire che il triangolo aV b * varia nei suoi 
angoli e ne’ suoi lati in modo da rappresentare i successivi trian- 
goli che nascono ulteriormente colla stessa costruzione ; e che 
si approssimano di più in più al limite in cui gli angoli a 1 e b T 
sarebbero nulli. In questo limite la Tetta a’ c' d 1 confonden- 
dosi con a'b',i tre punti a’ , c 1 , 6’, finiscono con esser esat- 
tamente in linea retta : allora gli angoli V ed x 1 divengono 
nulli nel medesimo tempo che 1’ angolo a 1 , e la quantità 
21)-j-o'-(-ò' — x' , che misura la somma de’ tre angoli del trian- 
golo a 1 c 1 b' si riduce a 2D , dunque in ogni triangolo la 
somma de' suoi tre angoli è eguale a due angoli retti. 

Corollario I. Due angoli di un triangolo essendo dati , o 
solamente la loro somma , si conoscerà il terzo sottraendo 
la somma di questi angoli da due angoli rotti. 

II. Se due angoli di un triangolo sono rispettivamente eguali 
a due angoli di un altro triangolo, sarà il terzo deH’uno eguale 
al terzo dell'altro, e i due triangoli saranno equiangoli tra loro. 

III. In un triangolo non vi può essere che un solo angoli 
retto , poiché se ve ne fossero due , il terzo dovrebb'essero 

(a) Pr. 2. 
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nullo : e con più ragione uu triangolo non può avere che un 
angolo ottuso. 

IV. In ogni triangolo rettangolo la somma de’due angoli 
acuti è uguale ad un angolo retto. 

V. Iu un triangolo equilatero ogni angolo è il terzo di due an- 
goli retti, o due terzi di un retto. Dunque se l’angolo retto è rap- 
presentato da 1, l'angolo del triangolo equilatero lo sarà da ’/j. 

VI. In ogni triangolo ABC se si prolunga il lato AB ver- 
so D, l'angolo esterno CBD sarà eguale alla somma de’due 
interni opposti A e C , poiché aggiungendo di comune ABC, 
le due somme sono eguali a due angoli retti. 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOREMA. 

La somma di tutti gli angoli interni di un poligono ì 
uguale a tante volte due angoli retti , quanto è il numero dei 
suoi lati meno, due. 

Sia ABCDEF ec. il poligono proposto (Fig. 42. )j se dal 
vertice di un medesimo angolo A si conducano a tutti i ver- 
tici degli angoli opposti le diagonali AC , AD , AE , ec. , è 
facile il vedere che il poligono resterà diviso in cinque trian- 
goli , se avrà sette lati ; in sci triangoli , se avrà otto lati ; 
e in generale in tanti triangoli quanto è il numero de' lati 
del poligono meno due; perchè questi triangoli possono esse- 
re considerati come aventi per vertice comune il punto A, e ✓ 

per basi i differenti lati del poligono , eccettuati i due soli , 
che formano 1’ angolo A. Si vedo nel medesimo tempo che la 
somma degli angoli di tutti questi triangoli è la stessa che 
la somma degli angoli del poligono. Dunque quest’ ultima 
somma è eguale a tante volte due angoli retti quanti sono i 
triangoli, e vale a dire quanto è il numero dei lati del poli- 
gono meno due. 

Corollario /. La somma degli angoli di un quadrilatero 
è uguale a due angoli retti moltiplicati per 4 — 2; ciò che 
fa quattro angoli retti : dunque , se tutti gli angoli di un 
quadrilatero sono eguali , ciascuno di loro sarà un angolo 
retto , lo che giustifica la definizione xvn. ove si è supposto 
che i quattro angoli d’ un quadrilatero son retti, nel caso si 
del rettangolo che del quadrato. 

II. La somma degli angoli d’ un pentagono è eguale a 
due angoli retti moltiplicati per 5 — 2 , il che fa t> angoli 
retti ; dunque , allorché un pentagono è equiangolo , ciascun 
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angolo è eguale al quinto di sei angoli retti, ovvero ai 6 / s di 

un angolo retto. 

///. Lasomina degli angoli di un esagono è di 2 X ( 6 — 2J, 
ovvero di 8 angoli retti; dunque nell'esagono equiangolo ciascun 
angolo è *4, ossia 4/ 3 d’ un angolo retto. E cosi di Seguito. 

Scolio ( Fig. 43 ). So si volesse applicare questa propo- 
sizione a* poligoni che hanno uno o molti angoli rientrali, bi- 
sognerebbe considerare ciascun angolo rientrante come essen- 
do più grande di due angoli retti. Ma, a scanso d' ogni im- 
barazzo , non considereremo qui, ed in appresso, se non che 
i poligoni ad angoli salienti , che si posson chiamare ancora 
poligoni convessi. Ogni poligono convesso è tale che una linea 
retta , condotta come si vorrà , non può mai incontrare il 
contorno di questo poligono so non che in duo pnnti. 

PROPOSIZIONE XXI. 

T E O R E U A. 

Se due linee rette AB , CD { Fig. 36. ) sono perpendico- 
lari ad una terza FG, queste due linee saranno parallele, cioi 
a dire che non si potranno incontrare a qualunque distanza 
che si prolunghino (a). 

Poiché, se queste linee potessero incontrarsi in un punto • 
O ; esisterebbero due perpendicolari OF , OG abbassate da 
un medesimo punto 0 sopra una medesima rotta FG; ciò eh’ ò 
Impossibile (b). 

PROPOSIZIONE XXII. " * 

TEOREMA. 

Se due linee rette AB, CD ( Fig. 36 ). fanno con una ter- 
za EF , due angoli interni BEF , BEF , la cui somma sia 
eguale a due angoli retti, le linei AB, CD, saranno parallele. 

So gli angoli BEF , DEF, fossero eguali, essi sarebbero 
l’ uno e T altro retto , e si caderebbe nel caso della propor- 
ziono precedente; supponiamo dunque eh’ essi siano disugua- 
li , e dal punto F, vertice del’ maggiore, si abbassi FG per- 
pendicolare sopra di AB. 

Nel triangolo EFG , la somma de’ duo angoli acuti FEG 
-)-EFG è eguale ad un retto (c); questa somma essendo tolta 

r * 

(a) Def. 12. — (b) Pr. 15. — (c) Pr. 19. cor. h. 
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dalla somma BEF-fEFD, eguale per ipotesi a due angoli ret- 
ti , resterà l’ angolo DFG eguale ad un angolo retto. Dunque 
le duo linee AB, CD, sono perpendicolari ad una stessa linea 
GE, dunque esse sono parallele (a). 

PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA. 

Se due linee rette AB, CD ( Fig. 37 ) fanno con una ter- 
ga EF , due angoli interni dulia medesima parte, la cui som- 
ma sia minore o maggiore di due angoli retti; le linee AB, CD, 
prolungate sufficientemente dovranno incontrarsi. 

Sia l.°la somma BEF+EFD minore di due angoli retti; si 
tiri FG in maniera che l’angolo EFG=AEF, si avrà la somma 
BEF+EFG eguale alla somma BEP-|-AEF, e per conseguenza 
eguale a due angoli retti, e poiché B EF-f-EFI) è minore di due 
angoli retti, perciò la reità DF sarà compresa nell'angolo EFG. 

Pel punto F si tiri un obliqua EM , clic incontri AB 
in M, l'angolo AMF sarà eguale a GFM, poiché aggiungendo 
da ambe le parti la stessa quantità EF.\I -j- FEM, le due som- 
me sono eguali ciascuna a due angoli retti. Prendasi inseguito 
MN = FM, e si congiunga FN; l'angolo AMF, esterno al Pian- 
gono FMN, è eguale alla somma de'due interni opposti MFN, 
MNF (6); ma questi sono eguali tra loro, come opposti ai 
lati eguali MN, FM; dunque l'angolo AMF, o il suo eguale 
MFG è doppio di MFN ; e perciò la retta FN divide in duo 
parti eguali 1' angolo GFM, ed incontra la linea AB in un 
punto N, posto alla distanza di MN — FM. 

Ne segue dalla medesima dimostrazione, che se si prenda 
NP = FN, si determinerà sulla linea AB il punto P, ove ter- 
mina la retta FP, che fa l'angolo GFP eguale alla metà del- 
l’angolo GFN, ovvero al quarto dell’angolo GFM. 

Si possono dunque prendere successivamente la metà, il 
quarto, l'ottava parte, cc. dell'angolo GFM e le linee che ope- 
rano queste divisioni , incontrano la linea AB in punti di più 
in più distanti, ma facile a determinare, poiché MN= FM, 
NP — FN, PQ = PF ec. Si può anche osservare che ogni distan- 
za di uno di questi punti d' intersezione al punto fisso F, non 
è affatto doppia della distanza del punto d’intersezione lire- 
cedente , poiché FN per esempio è minore di FM-f-MN, ov- 
vero di 2FM. Si ha similmente EP <2FN, FQ <2FP ec. 

(a) Pr. 21. — (b) Pr. 19. c#r. 6. ~ 
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Ma continuando a suddividere l'angolo GFM in ragione 
doppia , si arriverà ben tosto ad un angolo GFZ più piccolo 
dell'angolo dato GFD, e sarà ancor vero che FZ prolungata 
incontri AB in un punto determinato ; dunque con più ragio- 
ne la retta FD compresa nell’ angolo EFZ, incontrerà AB. 

Supponiamo 2.° phe la somma de’ due angoli interni 
AEF-j-CFE sia maggiore di due angoli retti; si prolunghi AE 
verso B , e CF verso D, la somma dei quattro angoli AEF, 
BEF, CFE, EFD, sarà-eguale a quattro angoli retti; dunque 
se da questa somma si toglie AEF -\- CFE maggiore di duo 
retti , resterà la somma BEF+EFD minore di due angoli 
retti. Dunque , secondo il primo caso, le linee EB, FD, pro- 
lungate sufficientemente , debbono incontrarsi. 

Corollario. Per un punto dato non si può tirare che una 
sola parallela ad una linea data AB, poiché avendo tirato FE, 
ad arbitrio, non vi è che una linea FG che faccia la somma 
de’due angoli BEF+EFG, eguale a due retti. Ogni altra linea 
FD farebbe la somma de’due angoli BEF+EFD minore o mag- 
giore didue retti, ed incontrerebbe per conseguenza la liueaAB. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

1 B O 1 E » A. 

Se due linee parallele AB, CD (Fig. 38 ) sono incontrate 
da una secante EF, la somma degli angoli interni AGO, GOG 
sarà eguale a due angoli retti. 

Poiché , se essa fosse maggiore, o minore, le due linee 
AB, CD s'incontrerebbero da una parte, o dall’altra (a), o 
.non sdrehbcro parallele. 

Corollario /. Se l’angolo GOC è retto, l’angolo AGO sarà 
pure un angolo retto; dunque ogni linea retta perpendicolare 
ad una delle parallelo è perpendicolare ancora all’ altra. 

II. Poiché la somma AGO+GOC è uguale a due angoli 
retti , e la somma GOD -f- GOC è pure uguale a due’ angoli 
retti, se si tolga da una parte e dall’altra GOC, si avrà l’an- 
golo AGO = GOD. D’altronde AGO = BGE, e GOD = COF (b), 
dunque i quattro augoli acuti AGO, BGE, GOD, COF sono 
uguali fra loro; accade lo stesso dei quattro angoli ottusi AGE, 
BGO, GOC, DOF. Si può esservare di più che sommando uno 
dei quattro angoli acuti con uno dei quattro ottusi, la somma 
sarà sempre eguare a due angoli retti. 

(a; Pr. 23. — (b) Pr. 5. 
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Scolio, fili angoli, dei quali abbiamo parlato, paragonati 
due a due , prendono differenti nomi. Abbiamo già chiamato 
eli angoli AGO , GOC , interni da una medesima parte , gU 
angoli BGO, GOD hanno il medesimo nome: gli angoli Al.U, 
GOD si chiamano alterni interni o semplicemente alterni, e 
cosi pure gli angoli UGO, GOD. Finalmente si chiamano in- 
terni esterni gli angoli EGB , GOD , o pure EGA. GOC, . ed 
altemi-esterni gli angoli EGB, COB , o sivvcro AGE , 

Ciò posto , si possono riguardare le scgueuti proposizioni co- 
me già dimostrale. . . . . 

1. Gli angoli interni da una medesima parte presi insie- 
me sono eguali a due angoli retti. 

2. Gli angoli altcrni-interni sono eguali , come pure gli 
angoli interni-esterni e gli angoli alterni-eslerni. 

Reciprocamente, so in questo secondo caso due angoli del 
medesimo nome sono uguali si può conchiudcrc che le linee son 
parallele. Sia, per esempio, l'angolo AGO= GOD. Poiché GOG 
4-C.OD è eguale a due retti, si avrà pure AGO-f-GOL uguale 
a due retti , dunque (a) le lince AG , CO sono parallele. 

PROPOSIZIONE XXV. . 


teorema. 


Due lince AB, CD ( Fig. 39. } parallele ad una terza EF 

sono parallele fra loro. . . 

Si abbassi la secante PQR perpendicolare ad EF, Poiché 
AB è parallela ad EF, la secante PR sarà perpendicolare ad 
AB lb). Parimente, poiché CD è parallela ad EF, la secante 
PR sarà perpendicolare a CD: dunque AB c CD sono perpen- 
dicolari alla medesima linea PQ, dunque esse sono parallele (c). 

PROPSIZIONE XXVI. 


TEOREMA. 

Due parallele sono da per tutto egualmente distanti. 

Essendo date le due parallele AB, CD (Fig. 40.) se da 
due punti presi ad arbitrio s’ innalzino sopra AB le due per- 
pendicolari EG, FU, lo rette EG , FU saranno nel medesi- 
mo tempo perpendicolari a CD , (d), inoltre dico che queste 
retto saranno eguali tra loro. 

(a) Pr. 22.— (b) Cor.l. pr. 24 — (c )Pr. 21.— (d) Pr. 24, 
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Poiché tirando HE , gli angoli G1IB, HEF , considerati 
per rapporto alle parallele AB, CD saranno eguali come al- 
terni-interni (a); parimenti poiché le rette EG, FH sono per- 
pendicolari ad una medesima retta AB , ed in conseguenza 
parallele fra loro, gli angoli GEH, EHF considerati per rap- 
porto alle parallele GE, F1I, saranno eguali corno altemi-in- 
terni ; dunque i due triangoli GIIF, IIEF hanno un Iato co- 
mune HE adiacente a due angoli rispettivamente eguali; dun- 
que questi due triangoli sono eguali (6) ; dunque il lato EG, 
che misura la distanza delle parallele AB, CD, dal punto E, 
è eguale al lato FH, che misura la distanza di queste mede- 
sime parallelo dal punto F. 

PROPOSIZIONE XXVII. 

TEOREMA. 

Se due angoli BAC , DEF ( Fig. 41. ) hanno i lati ri- 
spettivamente paralleli , e diretti nel medesimo senso , questi 
due angoli saranno eguali. 

Prolunghisi, s’ò necessario, DE finché incontri AC inG; 
l’angolo DEF è uguale a DGC, perché EF è parallela a GC (c); 
1' angolo DGC è uguale a BAC , perché I)G è parallela ad 
AB ; dunque 1' angolo DEF è uguale a BAC. 

Scolio. Si mette in questa proposizione la restrizione che 
il lato EF sia diretto nel medesimo senso di AC, cd ED nel 
medesimo senso di AB ; la ragione di ciò è che se si prolungasse 
FÉ versoli, l’angolo DEH avrebbe i suoi lati paralleli a quelli 
dell'angolo BAC, ma questo non gli sarebbe uguale. In tal caso 
'angolo DEH e l’angolo BAC farebbero insieme due angoli retti. 

PROPOSIZIONE XXVIII. 

TEOREMA. 

I lati opposti d' un parallelogrammo sono eguali , come 
ancora gli angoli opposti. 

Si tiri la diagonale BI) ( Fig. 44. ), i duo triangoli ADB, 
RBC hanno il lato BD comune; di più, a cagione delle paral- 
lele AD, BC, l’angolo ADB =: DBG (d), ed a cagione delle pa- 
rallele AB, CD, l'angolo ABD = BDC; dunque i due triango- 
la) Se. Pr. 24. — (b) Pr. 7. — (c) Pr. 24.— (d) Pr. 24. 
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li ADB, DBG sono uguali (a); dunquo il lato AB opposto al 
l’angolo A DB è eguale al lato DC opposto all’angolo eguale 
I)BC, o parimente il terzo lato AI) è uguale al terzo lato BC; 
dunque i lati opposti d' un parallelogrammo sono uguali. 

In secondo luogo dall’ eguaglianza, de’ medesimi triangoli 
ne segue che l'angolo A è uguale all’angolo C, e che di più 
l’angolo ADG, composto dai due angoli ÀI)B, BDC, è eguale 
all'angolo ABC , composto dai due angoli DBG, ABC, dun- 
quo gli angoli opposti d’un parallelogrammo sono eguali. 

Corollario. Dunque due parallele AB, CD comprese fra 
due parallelo AD, BC sono eguali. 

PROPOSIZIONE XXIX. 

TEOREMA. 

Se in un quadrilatero ABCD ( Fig. 44- ) i lati opposti 
sono eguali, in modo che sia AB — CD, ed AD = BC, i lati 
eguali saranno paralleli , e la figura sarà un parallelogrammo. 

Poiché tirando la diagonale BD , i due triangoli ABD, 
BDC, avranno i tre lati rispettivamente eguali ; dunque sa- 
ranno eguali ; quindi I’ angolo ADB opposto al lato AB è e- 
guale all’angolo 1)BC opposto al lato CD: onde (6) il lato AD 
é parallelo a BC. Per una simil ragione AB è parallelo a CD; 
dunque il quadrilatero ABCD è nn parallelogrammo. 

PROPOSIZIONE XXX. 

TEOREMA. 

Se due lati opposti AB, CD fFig. 44.) d'un quadrilatero 
sono eguali e paralleli , gli altri due lati saranno similmente 
eguali e paralleli , c la figura ABCD è un parallelogrammo. 

Si tiri la diagonale DB. Poiché AB è parallela a CD, gli 
angoli alterni ABD, BDC sono eguali (c); d’altronde il lato 
AB = DC, il lato DB è comune ; dunque il triangolo ABD ò 
uguale al triangolo DBG (d) ; dunque il lato AD = BC; l'an- 
golo ADB = DBC , ed in conseguenza AD ò parallela a BC ; 
dunque la figura^ABCD è un parallelogrammo. 


(a) Pr. 7. — (b) Pr. 24. — (c) Pr. 24. — (dj Pr. 6. 
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PROPOSIZIONE XXXI. 


TEOREMA. 

Le due diagonali AC, DB (Fig. 45.) d' un parallelogram- 
mo si tagliano scambievolmente in due parti eguali. 

Poicitè paragonando il triangolo ADO col triangolo COB, 
si trova il lato ADsrBC, l’angolo ADO = CBO (a), e l’angolo 
I)AO=OCB; dunque questi*duc triangoli sono eguali (b); dun- 
que AO, lato opposto all’angolo ADO è uguale ad OC, lato 
opposto all’angolo OBC; dunque anche DO=OB. 

Scolio Nel caso delia losanga i lati AB , BC essendo e- 
gnali, i triangoli AOB, OBC hanno i tre lati respettivamen- 
te eguali, e sono per conseguenza eguali ; d' onde seguo che 
1’ angolo AOB = BOC, c quindi le due diagonali di una lo- 
sanga si tagliano scambievolmente ad angoli retti. 


li 1 B R O 11. 


IL CERCHIO 

E LA MISURA DEGLI ANGOLI. 

DEFINIZIONI 

1. li a circonferenza del. cerchio è una linea curva, di cui 
tutti i punti sono egualmente distanti da un punto interno , 
che chiamasi centro ( Fig. 46. ). 

Il cerchio è lo spazio compreso da questa linea curva. 

N.B. Talora nel discorso si confonde il cerchio colla sua circon- 
ferenza ; ma sarà sempre facile ristabilire 1’ esattezza delle espres- 
sioni ricordandosi ebe il cerchio è una superficie che ha lunghezza e 
larghezza , mentre la circonferenza non è che una linea. 

il. Ogni linea retta CA , CE , CD ec. tirata dal centro 
alla circonferenza si chiama raggio o semidiametro. Ogni ret- 
ta come AB , che passa pel centro , o eh’ è terminata da am- 
be le parti alla circonferenza, si chiama diametro. 

(a) Pr. 24. — (b) Pr. 27. 
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In conseguenza della definizione del cerchio tutti i raggi 
sono eguali : tutti i diametri son puro eguali e doppi del raggio. 

hi Si chiama arco una porzione di circonferenza , co- 
me FHG. 

La corda o sottesa dell' arco è la linea retta FG , che 
unisce le due estremità dell'arco. 

ìv. Segmento è la superficie o porzione di cerchio com- 
presa fra l'arco, e la corda. 

N. B. Alla medesima corda FG corrispondono sempre dne archi 
FHG , FEG , e per conseguenza anche due segmenti; ma s’intende sem- 
pre di parlar dei minore, a meno che non si esprima il contrario. 

v. Settore è la porzione del cerchio compresa tra un 
arco DE , e i due raggi CD , CE tirati all'estremità dell'arco. 

vi. Si chiama linea iscritta nel cerchio quella , le cui 
estremità sono alla circonferenza , come AB , ( Fig. 47 ). 

Angolo iscritto un angolo come BAC , il vertice del qua- 
le è alla circonferenza , e eh* è formato da due corde. 

Triangolo iscritto un triangolo come BAC , i cui tre an- 
goli hanno i loro vertici alla circonferenza. 

Ed in generale figura iscritta quella , di cui tutti gli 
angoli hanno i loro vertici alta circonferenza: nel tempo stes- ' 
so si dice che il cerchio è circoscritto ad una tal figura. 

vii. Si chiama secante una linea , che incontra la eir- 
conforenza in due punti ; tale è AB ( Fig. 48 ). 

vm. Tangente è una linea , che non ha che un sol pun- 
to di comune colla circonferenza ; tale è CD. 

Il punto comnne M si chiama punto di contatto. 

Ix. Similmente due circonferenze sono tangenti Cuna del- 
l 'altra allorché esse non hanno che un sol punto di comune. 

x. Un poligono ( Fig. 160 ). è circoscritto ad un cerchio 
quando tutti i suoi lati sono tangenti alla circonferenza , in 
questo caso si dice che il cerchio è iscritto nel poligono. 

PROPOS'ZIONE I. 

TEOREMA. 

Ogni diametro AB ( Fig. 49. ) divide il cerchio e la sua 
circonferenza in due parti eguali. 

Poiché , se si applica la figura ÀEB sopra ÀFB conser- 
vando la base comune AB, bisognerà che la linea curva AEB 
cada esattamente sulla linea curva AFB: altrimenti si avreb- 
bero nell’ una o nell' altra dei punti disugualmente lontani 
dal centro ; il clic è centra la definizione del cerchio. 
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PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA. 

Jgni corda è minore del diametro. 

In fatti senile estremità della corda AD ( Fig. 49. ) si condu- 
cano i raggi AG, CD, si avrà la retta AD< AC-{-CD, ossia AD< AB. 

Corollario Dunque la più grande linea retta che si pos- 
sa iscrivere in un cerchio , è eguale al suo diametro. 

PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA. 

Una linea retta non può incontrare una circonferenza in 
più di due punti. 

Poiché se l’ incontrasse in tre ; questi tre punti sareb- 
bero ugualmente distanti dal centro ; vi sarebbero dunque 
tre rette uguali condotte da uno stesso punto sopra una me- 
desima linea retta ; lo che è impossibile (a). 

PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA. 

In un medesimo cerchio., o in cerchi eguali , gli archi 
eguali sono sottesi da corde eguali, e reciprocamente le corde 
eguali sottendono archi eguali. 

Sia il raggio AC ( Fig. 50. ) eguale al raggio EO , e l'ar- 
co AMD eguale all’arco ENG; dico che la corda AD sarà 
eguale alla corda EG. 

Poiché essendo il diametro AB eguale al diametro EF, 
il semicerchio AMDB potrà applicarsi esattamente sul semi- 
cerchio ENGF , c la linea curva AMDB coinciderà esatta- 
mente colla linea curva ENGF, Masi suppone la parte AMD 
eguale alla parte ENG , dunque il punto D cadrà sul punto 
G ; c quindi la corda AD è eguale alla corda EG. 

Reciprocamente supponendo sempre il raggio AC=sEO, 
so la corda- ADisEG, dico che l’arco AMD sarà eguale al- 
l’arco ENG. 

(a) Pr. 10 , 1. 
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Poiché , tirando i raggi , CD , OG , i due (riangoli ACD, 
EOO, avranno i tre lati rispettivamente eguali, cioè ÀC=EO, 
CD=OG , ed AD=EG -, dunque quest: triangoli sono eguali (a) 
e perciò 1’ angolo ACD=EOG. Ma ponendo il semicerchio ADB 
sul suo eguale EGF , poiché 1’ angolo ACD=EOG , è chiaro 
che il raggio CD cadrà sul raggio OG, e il punto D sul punto 
G -, dunque 1’ arco AMD è eguale all’arco ENG. 

PROPOSIZIONE V. 

T B 0 B B M A. 

Nel medesimo cerchio, o in cerchi uguali, un arco maggiore 
è sotteso da una corda maggiore , e reciprocamente , purché gty 
archi di cui si tratta siano minori della semicirconferenza 

In fatti sia l'arco AMH ( Fig. 50.) maggiore di AMD, e sia- 
no tirate le corde AD, AH , ed i raggi CD, CH : i due lati 
AG , CH del triangolo ACH sono eguali ai due lati AC , CD 
del triangolo ACD; l’angolo ACH è maggiore di ACD , dun- 
que (6) il terzo lato AH è maggiore del terzo AD •, onde la 
corda maggiore è quella che sottende l’arco maggiori*. 

Reciprocamente , se la corda All si suppone maggiore di 
AD, si conchiuderà dagli stessi triangoli che l’angolo ACH è 
maggiore di ACD , e perciò 1’ arco All è maggiore di AD. 

Scolio. Noi supponiamo che gli archi di cui si tratta , sia- 
no minori della mezza circonferenza. Se essi fossero maggio- 
ri avrebbe luogo la proprietà contraria , cioè 1’ arco aumen- 
tandosi , la corda diminuirebbe , e reciprocamente -, così es- 
sendo 1’ arco AKBD maggiore di ARDII , la corda AD del primo 
è minore della corda AH del secondo. 

PROPOSIZIONE Vi. 

T E 0 B E M A. 

Il raggio CG ( Fig. 51. ) perpendicolare ad una corda 
AB , divide questa corda , e Varco sotteso AG B , V uno e l'al- 
Iro in due parti eguali. 

Si tirino i raggi CA , GB , questi raggi sono per rapporto 
alla perpendicolare CD , due oblique eguali *, dunque esse si 
allontanano egualmente dalla perpendicolare (c); onde AD=DB. 

(a) H , 1. — (b) 19 , 1, — • (e) 16 1. 
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In secondo luogo, poiché AD=DB; CG è una perpendi- 
colare innalzata dalla metà di AB ; perciò (a) ogni punto di 
questa perpendicolare dev’ essere egualmente distante dalle due 
estremili A e B. Il ptr to G è uno di questi punti ; dunque 
la distanza AG=BG. Ma se la corda AG è uguale alla cflrda 
GB , l’arco AG sarà eguale all’arco GB (6); dunque il rag- 
gio CG , perpendicolare alla corda AB , divide l’arco sotteso 
da questa corda in due parli eguali nel punto G. 

Scolio. II centro C , il punlo medio D della corda AB , 
c il ptiHio medio G dell’ arco sotteso da questa corda , sono 
tre punti situali sopra una medesima retta perpendicolare al- 
la corda. Ora bastano due punti per determinare la posizione 
d’una linea retta; dunque ogni linea retta che passa pr r due 
di questi punii, passerà necessariamente pel terzo , e sarà per- 
pendicolare alla corda. 

Ne segue pure che la perpendicolare innalzata dal punlo 
medio di una corda passa per lo centro , e pel punlo medio 
dell'arco sol teso dalla medesima corda. 

In fatti questa perpendicolare ò la stessa di quella che 
sarebbe abbassala dal centro sulla medesima corda , giacché 
passano ambedue pel patito medio della medesima corda. 

PROPOSIZIONE VII. 

T K O B E M A. 

Per tre punti dati A , B , C , ( Fig. 62. ) non in linea 
retta , si può sempre far passare una circonferenza , ma non 
se ne può far passare che una sola. 

Si congiungano AB , BC , e si dividano queste due ralle 
in due parti eguali colle perpendicolari DE , FG ; dico primie- 
ramente che queste pep^ndicolari s’incontreranno in un punlo 0- 

In fatti le linee DE, FG si taglieranno necessariamente, 
se non son parallele. Or supponiamo che fossero parallele; la 
linea AB perpendicolare a DE sarebbe perpendicolare ad FG (c) , 
e l’angolo K sarebbe retto; ma BR , prolungamento di BD, 
è differente da I1F, poiché i tre punti A , B, G , non sono in 
linea retta ; dunque vi sarebbero due p rpendicolnri BF , BK, 
abbassate da uno stesso punto sulla medesima rena , lo che 
è impossibile (d); dunque le perpendicolari DE , FG , si ta- 
glieranno sempre in un punto 0. 

CO 17 , 1. — (b) 4. — (< ) 24 , 1. — (d) 15, 1. 
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Ora il punto 0 , come appartenente alla perpendicolare 
DE, 6 ad egual distanza da’ due ponti Ae B (a) ; il medesimo 
punto 0, come appartenente alla p rpendicolare FG, è ad egual 
distanza dai due punti B, C -, dunque le tre distanze* OA, OB, 
OC, sono eguali ; e perciò la circonferenza descritta col cen» 
irò 0, e col raggio OB passerà per i tre punti dati A, B, C. 

Resta toi dimostrato ette si può sempre far passare una 
circonferenza per tre punti dati , non in linea retta •, dico di 
piu che non se ne può far- passare che una sola. 

Poiché, se vi fosse una seconda circonferenza che passasse 
per I tre punti dati A, B, G, il suo centro non potrebbe css r 
fuori della linea DE (ò), perchè allora esso sarebbe disugualmen- 
te lontano da A, e da B ; non potrebbe essere neppure fuori 
della linea FG per una simil ragione : dunque sarebbe nel tem- 
po stesso sulle due linee DE , FG. Or due linee rette non fos- 
sori tagliarsi in più d’ un punto -, dunque non v’ è che una sola 
circonferenza che possa passare per tre ponti dati. 

Corollario. Due circonferenze non possono incontrarsi in 
più di due punti; poiché se avessero tre punti comuni, avreb- 
bero il medesimo centro , o non farebbero che una sola e 
medesima circonferenza. 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA. 

Due corde eguali sono egualmente lontane dal centro , e 
di due corde disuguali , la minore è la più distante dal centro. 

1. ° Sia la corda AB=DE ( Fig. 53. ): si dividano que- 
ste corde hi due parti eguali colle perpendicolari CF, CG , e 
si tirino i raggi CA , CD. 

I triangoli rettangoli CAF, DCG, hanno le ipotenuse CA,CD, 
eguali-, di più il lato AF, metà di AB, è eguale al lato DG -, metà 
di DE : dunque questi triangoli sono eguali (c) , e perciò il 
terzo lato CF è eguale al terzo CG -, dunque l.° le due corde 
eguali AB , DE , sono egualmente tornane dal centro. 

2. ° Sia la corda AH maggiore di DE , l’ arco AKH sarà 
maggiore dell’arco DME (d): sull’arco AKH prendasi la parte 
ANB=DME, si tiri la corda AB, est abbassi CF pei-pei. dici- 
tore su questa corda, e CI perp ndicolare sopra AH-, è chiaro 
che CF è maggiore di CO , c CO maggioro di Cl (e) -, dun- 

(a) 17 , l.-(l>) 17, l.-(e) 18 , l.-(rf) 5. -(e) 10, l. 
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qne con più ragiono CF>CI. Ma CF=CG, poiché le corde AB, 
DE sono eguali •, dunque si ha CG>Ci t e perciò di tiue cor- 
de disuguali la minore è la più lontana dal centro. 

PROPOSIZIONE IX, 

.‘li 

TEOREMA. 

La perpendicolare BD ( Fig. 54. ) innalzata all’ estre- 
mità del raggio GA , è una tangente alla circonferenza. 

Poiché ogni obliqua CE è maggiore della perpendicolare 
CA (o) -, perciò il punto E è fuori del cerchio ; duuque la li- 
nea BD non ha che il solo punto A comune colla cireonfere.i- 

za \ dunque BD è una tangente (6). 

Scolio. Non si può condurre da un punlo dato A che li- 
na sola tangente AD alla circonferenza*, poiché se si poi. sse 
condurre uu' altra, questa non sarebbe più perpendicolare al 
raggio GA j dunque p<r rapporto a qnesta nuova tangente, il 
raggio GA sarebbe un’ obliqua , e la perpendicolare abbassata 
dal centro su questa tangente sarebbe minore di CA , dunque 
questa pretesa tangente entrerebbe dentro del cerchio , e sa- 
rebbe perciò una secante. 

PROPOSIZIONE X. 
teorema. 

Bue parallele AB, DE ( Fig. 53, ) intercettano sulla cir- 
conferenza. archi uguali MN , PQ. 

Possono accadere tre casi. 

1. ° Se le due parallele sono secanti , si tiri il raggio CII 
perpendicolare alla corda MP , esso sarà nel medesimo tempo 
perpendicolare alla sua parallela NQ (c) ; dunque il punto II 
sarà nel tempo stesso il punto medio dell’arco MHP, e quel- 
lo dell’arco NIlQ (d); si avrà dunque 1* arco MH=11P , e l’ar- 
co NII=IIQ , da ciò risulta MH — MJ=HP— HQ , cioè a dire 
MN=PQ. 

2. ° Se delle due parallele AB), DE ( Fig: 56. ) una è secante, 
l’altra tangente.* si tiri al punto del contatto II il raggio CH: 
questo raggio sarà perpendicolare alla tangente DE (e) ed 
auche alla sua paralleli MP. Ma poiché CU é perpendicolare 

CO 16 , 1 — (b) Def. 8. — (c) 24, i. — (d)6. — (e) 9. 
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alla corda MP , 11 punto H è il punto medio deU’arco MHP, 
dunque gli archi MH, IIP, compresi tra le parallele AB , DE 
sono eguali. 

3.® In fine se le due parallele DE, IL sono tangenti; una 
in H , 1’ altra in K , si tiri la secante parallela AB , si avrà, 
per quello che abbiamo dimos'rato , MH=HP , cd MltssKP; 
dunque 1’ arco intero HMK=HPK ,* e si vede inoltre che cia- 
scuno di questi archi è una mezza circonferenza. 

PROPOSIZIONE Xf. 

t ' * ' . ■ i i • ♦ 

teorema. 

Se due circonferenze si tagliano , la retta che passa per 
i loro centri sarà perpendicolare alla corda che unisce i punti 
d’ intersezione , e la dividerà in due parti eguali. 

In fatti la linea]AB , (Fig. 57, e 58. ) che unisce i punti 
d’ intersezione , è una corda comune ai due cerchi. Ora, se dalla 
metà di questa corda si alzi una perpendicolare , essa deve 
passare per ciascuno dei due centri C e D (n). Ma per due 
punti dati non si può tirare che una sola linea retta ,• dun- 
que la linea retta che passa per i centri , sarà perpendicolare 
alla corda comune , e passerà pel punto medio di essa. 

PROPOSIZIONE XII. ; . , ■ 

C , , -i 

TEOREMA. , 

Se la distanza de' due centri è minore delta somma dei 
raggi , t se nel tempo stesso il raggio maggiore é minore del- 
la somma del raggio minore e della distanza dei centri , i 
due cerchi si taglieranno. 

In fatti affinchè abbia luogo- 1’ intersezione , bisogna che 
il triangolo CAD ( Fig. 57, e 58. ) sia possibile : bisogna dun. 
que non solamente che CD sia < VC+AD ma che anche il rag- 
gio maggiore AD sia <AC-f-CD. Ora , ogni volta che il trian- 
golo CAD potrà esser costrutto , è chiaro che le circonferen- 
ze descritte coi centri C e D si taglieranno in A e B. 

. • t * » 

* t ' • s » • 

* s / 


(a) 6. 
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PROPOSIZIONE XIII, 
teorema. 

Se la distanza CD ( Fig. 59, ) de’ centri dì due cérchi è 
eguale alla somma dei loro raggi CA, AD , questi due cerchi 
si toccheranno esternamente, 

È chiaro che avranno il punto A comune •, ma essi non 
avranno che questo punto solo: poiché, per avere due punti 
comuni bisognerebbe che la disianza dei centri fosse minora 
della somma de’ raggi (a). 

PROPOSIZIONE XIV. 

M • « t 

TEOREMA. 

Se la distanza C D (Fig. 60) de’ centri di due cerchi è e- 
guale alla differenza dei loro raggi CA, DA , questi due cerchi 
si toccheranno internamente. 

In primo è chiaro eli» questi cerchi hanno il punto A co- 
mune : essi uon ne possono avere alcun altro \ poiché altri- 
menti bisognerebbe che il raggio maggiore AD fosse minore 
di lla somma del raggio maggiore AC e della distanza dei cen- 
tri DC (6) ; il che non ha luogo. 

Corollario . Dunque , se due cerchi si toccano , sia inter- 
namente . sia esternamente , i centri ed il punto del contatto 
sono sulla medesima linea retta. 

Scolio. Tutti i cerchi che hanno i loro centri sulla retta 
CD , ( Fig. 59, e 60) e che passano pel punto A. sono tangenti 
gli uni agli altri , cioè non hanno fra loro che il solo punto A 
di comune. E se pel punto A si conduca AB perpendicolare a CD, 
la retta AE sarà una tangente comune a lutti questi cerchi. 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA. 

Nel medesimo cerchio, o incerchi eguali, gli angoli eguali 
ACB, DCE ( Fig. 61. ), U cui vertice è al centro , intercet- 
tano sulla circonferenza archi eguali AB , DE. 

(a) 12. — (b) 12. 
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Reciprocamente , se gli archi AB , DE sono eguali , gli 
angoli ACB, DCE saranno pure eguali. 

Poidhè \ ° se 1* angolo ACB è eguale alP angolo DCE , 
questi due angoli potranno situarsi 1' uno sull’ altre -, e sic il 
come i loro lati sono eguali , è chiaro che 11 punto A cadrà 
in D , e il punto B in E. Ma allora l'arco AB deve pur ca- 
dere sull’ arco DE -, poiché se i due archi non si confondes- 
sero in un solo, vi sarebbero Dell’ uno o nell’alrlo de’ punti 
disugualmente lontani dal centro , il che è impossibile ; dun- 
que 1’ arco ÀB=DE. 

2° Se si suppone AB=DE, dico che 1’ angolo ACB sarà 
eguale all’ angolo DCE ,• poiché se questi angoli non sono 
eguali, sia ACB il maggiore, c sia preso ACI=DCE-, si avrà 
per quello che si è dimostrato, Al=sDE-, ma, per supposizione, 
l’arco AB=DE; dunque si avrebbe AI=AB, ossia la parte eguale 
al lutto , il che è impossibile; dunque l’angolo ACB=DCE. 

PROPOSIZIONE XVI. 

T E O n K 91 A. 

Nel medesimo cerchio o in due cerchi eguali , se due an- 
goli al centro ACB , DCE ( Fig. 62. ) stanno tra loro come 
due nutneri interi , gli archi intercetti AB , DE , saranno tra 
toro come i medesimi numeri , e si avrà questa proporzione : 
angolo ACB : angolo DCE : ; arco AB : arco DE. 

Supponiamo , per esempio , che gli angoli ACB , DCE 
stiano fra loro come 7 sta a 4, ovvero , il che torna lo stes- 
so , supponiamo che P angolo M , che servirà di misura co- 
mune , sia contenuto sette volte nell’ angolo ACB , e quattro 
nell’angolo DCE. Gli angoli parziali AC in, tnCn , nCp , ec., 
DCx , xCy , ec. •, essendo eguali fra loro, gli archi parziali 
Am , mn , np , ec. Dr , xy, ee. saranno pure tra loro egua- 
li ( a)- y dunque l’arco intero Ali starà all’arco intero DE co- 
me 7 slà a 4. Ora è manifesto che lo stesso ragionamento 
avrebbe sempre luogo quando invece di 7 e 4 si avessero 
altri nutneri qualunque ; dunque se il rapporto degli angoli 
ACB, DCE può essere espresso in numeri interi, gli archi AB, 
DE staranno fra loro come gli angoli ACB , DCE. 

Seolio. Reciprocamente, se gli archi AB, DE stessero 
tra loro come due numeri interi , gli angoli ACB , DCE, tta- 

(a) Prop. lò. 
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rebbero ira loro corno i medesimi numeri , e si avrebbe sem- 
pre ACB : DCE : : AB : DE ; poiché gli arcbi parziali Am, 
mn, ec., Dx, xy, ec. essendo eguali , gli angoli parziali ACm , 
mCn , ec. , DGx, xCy, ec. sono ancora eguali. 

PROPOSIZIONE X^ll. 

TEOREMA. 

Qualunque sia il rapporto de* due angoli ACB , ACD 
( Fig. 63. ) , questi due angoli staranno sempre tra lo o co- 
me gli archi AB , AD , intercetti tra i loro lati e descritti 
da’ loro vertici come centri con raggi eguali. 

Supponiamo l’angolo minore situato dentro il maggiore ; 
se non é vero la proposizione enunciata , 1’ angolo ACB starà 
a|i* angolo ACD come I’ arco AB sta ad un arco maggiore , o 
minore di AD. Supponiamo quest’arco maggiore , e rappre- 
sentiamolo con AO ; avremo così: 

angolo ACB : angolo ACD : : arco AB : arco AO. 

Immaginiamo ora che l’arco AB sia diviso in parli egua- 
li , ciascuna delle quali sia minore di DO \ vi sarà almeno 
un punto di divisione fra D cd 0 ; sia I questo punto , e si 
tiri CI ,* gli archi.AB , Al staranno fra loro come due nume- 
ri interi , e si avrà pel teorema precedente : 

angolo ACB : angolo ACI : ; arco AB : arco AI. 

Paragonando queste due proporzioni uua coll’ altra , ed 
osservando che gli antecedenti sono i medesimi , se ne con- 
chiuderà che i conseguenti sono proporzionali , e clic perciò 
angolo ACD : angolo ACI : : arco AO : arco AI. 

Ma 1' arco AO è maggiore dell’ arco Al ; bisognerebbe 
dunque , perchè sussistesse la proporzione , che l’angolo ACD 
fosse maggiore dell’angolo ACI : ora al contrario egli è mi- 
nore •, dunque è impossibile che I' angolo ACB stia all’ angolo 
ACD come l’arco AB stà ad un arco maggiore di AD, 

Si dimostrebbe con un ragionamento affatto simile che 
il quarto termine della proporzione non può essere minore di 
AD-, dunque esso è esattamente AD, dunque si ha la proporzione: 
angolo ACB : angolo ACD : : arco AB : arco AD. 

Corollario Poiché I’ angolo al centro del cerchio e l’arco 
intercetto fra i suoi lati hauno un tal legame , che quando 
1’ uno aumenta o diminuisce in un rapporto qualunque , l’al- 
tro aumenta o diminuisce nel medesimo rapporto , siamo in 
diritto di stabilire una di queste grandezze per misura del- 
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I altra -, laonde noi prenderemo da qui innanzi l’arco AB per 
la misura dell’angolo ACB. Bisogna solamente osservare, ne 
paragonare gli angoli fra di loro, che gli archi che servono 
loro di misura, debbono essere descritti con raggi eguali-, poiché 
questo è ciò che suppongono tutte la precedenti proposizioni. 

Scolio 1. Sembra più naturale il misurar una quantità 
con un’altra quantità della medesima specie, e dietro que. 
sto principio converrebbe riportar lutti gli angoli all'angolo 
retto : cosi I’ angolo retto essendo I’ unità di misura , un an- 
golo acuto sarebbe espresso da un numero compreso fra 0 e 
\ , ed un angolo ottuso da un numero tra 1 e 2. Ma questa 
maniera d'esprimere gli angoli non sarebbe la più comuda 
nella pratica ; si è trovalo molto più semplice il mimi-urli con 
archi di cerchio , a motivo della facilità di fare archi eguali 
ad archi dati , e per molte altre ragioni. Del rimanente , se 
la misura degli angoli per mezzo degli archi di cerchio è in 
qualche modo indiretta, non è meno facile l’ ottenere col loro 
mezzo la misura diretta , ed assoluta : poiché , se si parago- 
na l’arco che serve di misura ad un angolo, colla quarta 
parie della circonferenza , si avrà il rapporto dell’ angolo dato 
«all’angolo retto, che è la misura assoluta, 

Scolio IL Tutto ciò che è stalo dimostralo nelle tre pro- 
posizioni antecedenti per la comparazione degli angoli cogli 
archi , ha luogo egualmente per la comparazione de’ settori 
cogli orchi , poiché i settori sono eguali quando lo sono gli 
* angoli, e in generale sono proporzionali agli angoli , dunque 
due settori ACB, ACD , presi nel medesimo cerchio o in cer- 
chi eguali , stanno fra loro come gli archi AB , AD basi di 
questi stessi settori. 

Si vede da ciò che gli archi di cerchio che servono di mi- 
sura agli angoli , possono parimente servir di misura ai dif- 
ferènti settori di un medesimo cerchio , o di cerchi eguali. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA. 

L' angolo iscritto BAD ( Fig. Oi, e G5. ) ha per misura 
la metà dell’ arco BD compreso tra i suoi lati. 

Supponiamo in primo luogo che il centro del cerchio sia 
situalo dentro I’ angolo BAD ( Fig. G4 ) ; si tirino il diame- 
tro AE ed i raggi CB , CD- L’ angolo BCE , esterno rispetto 
al triangolo ABC , è eguale alla somma dei tfuc interni CAB, 


Digitized by Google 



42 Geometria Piana. 

ABC (a) : ma essendo it triangolo BAC isoscele, l’angolo CAB 
=ABC : adunque 1’ angolo BCE è doppio di BAC. L’ angolo 
BCE , come 1’ angolo al centro , h i per misura I’ arco BE ; 
dunque l’angolo BAC avrà per misura la metà di BE. P.-r 
una simil ragione 1’ angolo CAD avrà per misura la metà di 
ED ; dunque BAC-j-CAD ossia BAD avrà per misura la metà 
di BE+ED , ossia la mela di BD. 

Supponiamo iu secondo luogo che il centro C, (Fig. 65.) 
sia situato fuori dell’angolo BAD *, allora tirando il diame- 
tro AE , P angolo BAE avrà per misura la meià di BE , e 
l’angolo DAE la metà di DE ; dunque la lor differenza BAD 
avrà per misura la metà di BE meno la metà di ED « ossia 
la metà di BD. 

Dunque ogni angolo iscritto ha per misura la metà del- 
l’ arco compreso tra i suoi lati. 

Corollario. 1. Tutti gli angoli BAC, BDC, ec (Fig. 66.) 
iscritti nel medesimo segmento di cerchio sono uguali , per- 
chè hanno por misura la metà dell’ istesso arco BOC: 

II. Ogni angolo RAD (Fig. 67.) iscritto nel semicerchio 
è un angolo retto , poiché uà per misura la metà della mezza 
circonferenza BOD , ossia la quarta parte della circonferenza. 

Per dimostrare la stessa cosa in un’ altra maniera , si 
tiri il raggio AC ; il triangolo BAC è isoscele ; onde l 'angolo 
BAC=ABC , il triangolo CAD è parimente isoscele , e l’angolo 
CAD=ADC; dunque BAC+CAD , ovvero BADsaABD-f-ADR. 
Ma se i due angoli B , e D del triangolo ABD equivalgono 
insieme al terzo BAD , i tre angoli del triangolo eqnivale- 
ranno a due volte l’angolo BAD , essi equivalgono d’altron- 
de a due angoli retti , dunque l’angolo BAD è un angolo retto. 

III. Ogni angolo BAC ( Fig. 66. ) iscritto in un seg- 
mento maggiore del semicerchio è un angolo acuto , poiché 
ha per misura la metà dell’ arco BOC minore d’ una mezza 
circonferenza. 

Ed ogni angolo BOC iscritto in ufi segmento minore del 
semicerchio è un angolo ottuso , poiché ha per misura la metà 
dell’arco BAC maggiore d’ una mezza circonferenza. 

IV. Gli angoli opposti A e C d’ un quadrilatero iscritto 
ABCD ( Fig. G8. ) equivalgono insieme a due angoli retti \ 
poiché l’angolo BAD ha per misura la metà dell’ arco BCD , 
l’ angolo BCD ha per misura la metà dell’ arco BAD , dun- 
que i due angoli BAD » BCD , presi insieme}, hanno per mi- 

;(a) 19 , I. ! 
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stira la metà della circonferenza ; dunque la loro somma equi- 
vale a due angoli retti. 

PROPOSI ZIONE XIX. 

I » . , * | „ { . , 4 » , 

T E 0 B B M A. 

V angolo BAC ( Fig. 69. ) formalo da una tangente e 
da una corda, ha per misura la metà dell’ arco AMDC com- 
preso fra i suoi lati. 

Dal punto di contatto A si tiri il diametro AD-, l’angolo 
BAD è retto (a)-, esso ha per misura la metà della mezza 
circonferenza AMD -, 1* angolo DAC ha per misura la metà di 
DC •, dunque BAD-f-DAC, ossia BAC, ha per misura la metà 
di AMD , più la metà di DC , ovvero la metà dell' arco inte- 
ro AMDC. 

Si dimostrerebbe similmente che 1’ angolo CAE ha per 
misura la metà dell’arco AC compreso fra i suoi lati. 


PROBLEMI RELATIVI A DUE PRIMI LIBRI. 

PIIOBLENA I. 

Dividere la retta data AB ( Fig. 70. ) in due parti eguali. 

Da’ punii A e B , come centri , e con un raggio mag- 
giore della metà di AB , si descrivano due archi che si ta- 
glino in I>*, il punto D sarà egualmente lontano da’ punti 
A e B: si segni nella stessa maniera al di sopra ,0 al di sotto 
della linea AB un secondo punto E egualmente lontano ,dai 
punti A e B ; per i due punti D, E si tiri in linea DE : dico 
che DE taglierà la linea AB in due parli eguali nel jpunto C. 

Poiché i punti D ed E, essendo ciascuno egualmente di- 
stante dalle estremità A e B, debbono trovarsi ambedue nella 
perpendicolare innalzala sulla metà di AB. Ma per due punii 
dati non può passare che una sola linea retta -, dunque la li- 
nea DE sarà quella stessa perpendicolare che taglia la linea 
AB in due parti eguali nel punto C. 

pnoBLEMA a. 

Da un punto A ( Fig. 71. ) dato sulla linea RC alzare 
una perpendicolare a questa linea. 

(a) Pr. 9. ™ 
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Si prendano i punii B e C ad eguale distanza da A *, in- 
di dai punti B e C , come cenili , e con un raggio maggiore 
di BA , si descrivano due archi che si taglino in D -, si tiri 
AB , questa sarà la perpendicolare richiesta. 

Poiché , il punto D , essendo egualmente lontano da B 
c da C , esso appartiene alla perpendicolare alzata sul mezzo 
di BG ; dunque AD è questa perpendicolare. 

Scolio. La medesima costruzione serve a fare un angolo 
retto BAD iu un punto dato A sopra una retta data BC. 

PROBLEMA III. 

Da un punto A ( Fig. 72. ) dato fuori della retta BD 
abbassare una perpendicolare sopra questa retta. 

Dal punto A, come centro, e con un raggio sufficiente- 
mente grande si descriva un arco che tagli la linea BD nei 
due punti B e D, si segni in seguito un punto E egualmente 
distante dai punti B e D , e si tiri AE che sarà la perpen- 
dicolare cercata. 

In falli i due punti A ed E sono ciascuno egualmente 
distante dai punti B e D : dunque la linea AE è perpendico- 
lare sulla metà di BD. 

li * » .» 

PBOBLKMA IV. 

* ‘ . 

Al punto A della linea AB ( Fig. 73. );, fare t in angolo 
eguale all’ angolo dato K. 

Dal vertice K , come centro , c con un raggio ad arbitrio 
si descriva l’arco IL terminalo ai due lati dell'angolo: dal 
punto A , come centro , e con un raggio AB eguale Kl , si 
descriva 1’ arco indefinito BO-, si prenda poi un raggio eguale 
alla corda LI-, dal punto B, come centro, o col medesimo 
raggio si descriva un arco che tagli in D 1’ arco indefinito 
BO •, si congiuuga AD , c 1’ angolo DAB sarà eguale all’ an- 
golo dato K. 

In fatti i due archi BD, LI, hanno raggi eguali e corde 
eguali, dunque sono eguali (a) e perciò l’angolo BAD— 1EL. 

PROBLEMA V. 

Dividere un angolo o un arco dato in due parti eguali. 

i.° Se bisogna dividere 1’ arco AB (Fig. 74. ) in due par- 

(a) Prop. 4. 2. 
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ti eguali , dai punti A e B , come centri ; e con uno stesso 
raggio , si descrivano due archi che si taglino in D-, pel punto 
I), c poi centro C si tiri CD , che taglierà 1* arco AB in due 
parli eguali nel punto E. 

In fatti ciascuno dei punti C e D è egualmente distante 
daHe estremità A e B della corda AB , dunque la retta CD è 
perpendicolare sulla metà di questa corda’, essa dunque di- 
vide 1’ arco AB in due parti eguali nel punto E (a). 

2.° Se bisogna dividere in due parti eguali l’angolo ACB, 
si còmincerà dal descrivere col vertice C , come centro, i’areo 
AB , e si procederà nel resto come si è detto qui sopra. È 
chiaro che la linea CD dividerà in due parti eguali l’angolo ACB. 

Scolio. Si può colla medesima costruzione dividere cia- 
scuna della metà AE , EB in due parli eguali ■, quindi me- 
diante le successive suddivisioni , si dividerà un angolo, o un 
arco in quattro parli eguali , in otto , in sedici , ec. 

PROBLEMA VI. 

Per un punto dato A ( Fig. 75. ) tirare una parallela alla 
lìnea retta BC. 

Dal punto A , come centro , e con un raggio abbastanza 
grande , si descriva l’arco indefinito EO -, dal punto E, come 
centro , e col medesimo raggio descrivasi l'arco AF; si pren- 
da ED=AF , e si tiri AD , questa sarà la parallela richiesta. 

Foichèj congiungendo AE, si vede che gli angoli alterni AEF, 
EAD sono eguali -, dunque le linee AD, EF suno parallele (6). 

PROBLEMA VII. 

Essendo dati due angoli A , B ( Fig. 76. ) di un trian- 
golo trovare il terzo. 

Si tiri la linea indefinita DFF •, si faccia al punto E l’an- 
golo I)EC=A , e l’angolo CEH=rB ; l’angolo restante IIF.F 
sarà il terzo angolo cercalo $ poiché questi tre angoli presi 
insieme equivalgono a due angoli retti. 

PROBLEMA VIU. 

Essendo dati due lati B e C ( Fig. 77. ) , d'un triangolo , 
e 1‘ angolo A che essi comprendono , descrivere il triangolo. 

(a) Pr. 6. 2. — (h) Pr. 25 t. 
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Si tipi la linea indefinita DE , si faccia al punto D l’angolo 
EDF eguale all’ angolo dato A ; si taglino in seguito DGssB, 
DH=C , e si congiunga GH -, DGH sarà il triangolo cercato. 

PROBLEMA IX. 

* 

Essendo dati un lato e due angoli d' u« triangolo , de- 
scrivere il triangolo. 

1 due angoli dali saranno o tulli due adiacenti al Iato 
dato , o uno adiacente, e 1’ altro opposto. In questo ultimo 
caso si determini il terzo (a) , si avranno cosi i due angoli 
adiacenti. Ciò posto , si tiri la retta DE ( Fig. 78. ) uguale 
al Iato dato -, facciasi al punto D l’ angolp EDF uguale ed uno 
degli angoli adiacenti , ed al punto E l’angolo DEG eguale 
all’ altro -, le due linee DF , EG si taglieranno in II * e DEH 
sarà il triangolo richiesto. 

PROBLEMA X. 

Essendo dali i tre lati , A , B , C , ( Fig. 79. ) , <f un 
triangolo descrivere il triangolo. 

Si tiri DE eguale al lato A •, dal punto E come centro , 
e con un raggio eguale al secondo Iato B , descrivasi un arco*, 
del punto D , conte centro , e con un raggio eguale al terzo 
lato C , descrivasi un allr'arco , che taglierà il primo in F •, 
si congiungano DF , EF , c DEF sarà il triangolo cercalo. 

Scolio. Se uno dei lati fosse maggiore della somma degli 
altri due archi non si taglierebbero -, ma la soluzione sarà 
sempre possibile se la somma di due lati , presi come si vor- 
rà , sia più grande del terzo. 

problema xi. 

Essendo dati due tali A, «B (Fig. 80. ) d? un triangolo, 
coll' angolo C opposto al lato B , descrivere il triangolo. 

Vi sono due casi: l.° se l’angolo C è retto od ottuso , 
facciasi l’angolo EDF eguale all’angolo C, si tagli DE=.-A , 
dal punto E come centro , e con un raggio eguale al lato 
dalo B descrivasi un arco che tagli in F la linea DF , si con- 
giunga EF', e DEF sarà il triangolo richiesto. 

Bisogna in questo primo caso che il lato B sia maggiore 

(a) Prob. 7. 
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di A ; poiché 1* angolo C essendo retto, od ottuso, è il mag- 
giore degli angoli del triangolo ; dunque il lato opposto de- 
v’ esser pure il maggiore. 

2.° Se 1’ angolo C ( Fig. 81. ) è acuto , e B sia mag- 
giore di A, ha sempre luogo la medesima costruzione, e DEF 
è il triangolo cercato. 

Ma se l’ angolo C ( Fig. 82. ) essendo acuto , il lato B 
fosse minore di A , allora V areo descritto dal centro E col 
raggio EF=B taglierà il lato DF in due punti F e G situali 
dalla medesima parte per rapporto a D , dunque vi saranno 
due triangoli DEF , DEG , che soddisferanno egualmente al 
problema. 

Scolio. 11 problema sarebbe impossibile in tutti i casi se 
il lato B fosse minore della perpendicolare abbassala da E 
sulla retta DF. 


PROBLEMA XII. 

Essendo dati i lati adiacenti A , e B ( Fig. 85. ) di un 
parallelogrammo coll ' angolo G da essi compreso , descrivere 
il parallelogrammo. 

Si tiri la linea DE=A, facciasi al punto D l’ angolo FDE 
~C , si tagli DF=B -, si descrivano due archi, uno dal pun- 
to F come centro , e con un raggio FG=DE , 1’ altro dal 
punto E come centro , e con un raggio EG=DF ; al punto 
G , ove questi due archi si tagliano si tirino FG , EG •, sarà 
DEGF il parallelogrammo cercalo. 

Poiché , per costruzione , i lati opposti sono eguali , 
dunque la figura descritta è uu parallelogrammo (a) , e que- 
sto parallelogrammo è formato coi lati dati e 1’ angolo dato. 

Corollario. Se 1’ angolo dato è retto , la figura sarà un 
rettangolo ; se in olire i lati sono eguali , sarà un quadralo. 

POOBLEMA XIII.* 

Trovare il centro d' un cerchio , o d’ arco dato. 

Si prendano ad arbitrio nella circonferenza, o nell’arco 
tre punti A, B, C ( Fig. 84. ) •, si tirino o si supponga 
che si tirino le rette AB c BC, si dividano queste due lince 
in due parli eguali per mozzo delle perpendicolari DE, FG ; 
il punto 0, ove queste perpendicolari s’ incontrano , sarà il 
centro cercato. 

(a) Pr. 50. 1. 
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Seolio. t,a medesima costruzione serve a far passare una 
circonferenza di cerchio per tre punii dati A , B , C , come, 
pure a descrivere una circonferenza , nella quale il triangolo 
dato ABC sia iscritto. 

PROBLEMA XtV. 

Per un punto dato tirare una tangente ad un cerchio dato. 

Se il punto dato A ( Fig. 85. ) è sulla circonferenza , 
tirisi il raggio CA , e si liri AD perpendicolare a CA -, AD 
salii la tangeile cercata (a). 

Se il punto A ( Fig. 86. ) è fuori del cerchio , si uni- 
scano il punio A ed il centro colla linea retta CA ; dividasi 
CA in due parti eguali nel punto 0 : dal punio 0 . come 
centro , e col raggio OC descrivasi una circonferenza che fi- 
glierà la circonferenza daia nel punto B •, si tiri AB -, ed AB 
sarà la tangente cercata. 

Poiché, tirando GB, l’angolo CBA iscritto nel semicer- 
chio è un angolo reno ( 7> ). dunque AB è perpendicolare all’e- 
stremità del raggio CB ; essa dunque è tangente. 

Scolio. Essendo il punto A fuori del cerchio , si vede 
che vi sono sempre due tangenti eguali AB , AD , che passa- 
no pel punto A ; esse sono eguali , perchè i triangoli rettan- 
goli CBA , CDA hanno i’ ipotenusa CA comune , ed il lato 
CB=tCD-, quindi essi sono eguali (c) -, dunque AD=AB, e nel 
tempo slesso l’angolo CAD=CAB. 

. PROBLEMA XV. 

Iscrivere un cerchio in un triangolo dato ABC. (Fig. 87.) 
-i Si dividano gli angoli A c B in due parli eguali 
, colle rette AO , e BO che s’ incontreranno in 0 ; dal pun- 
to 0 si abbassino le perpendicolari OD , OE , OF su i tre 
lati del triangolo ; dico 'Che queste perpendicolari saranno 
eguali tra loro; poiché, per costruzione, l’angolo DAO— OAF, 
1’ angolo retto ADO=AFO ; dunque il terzo angolo AOD è 
eguale al terzo AOF. D’altronde il lato AO è comune ai due 
triangoli AOD, AOF , e gli angoli adiacenti al lato eguale 
sono eguali ; dunque questi due triangoli sono eguali-, e per- 
ciò DO=OF. Si dimostrerà similmente che i cine triangoli 
BOD , BOE , sono eguali ; onde oD=OE , dunque le tre per- 
pendicolari OD , OE , OF sono eguali fra loro. 

00 Pr. 0 , 2 .- 00 /v”i8 . 2 . - (c ì) Pr . 18 , 1 . 
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Ora , se dal punto O come centro, e col raggio OD si 
descriva una circonferenza , è chiaro che questa sarà iscritta 
nel triangolo ABC; poiché il lato AB, perpendicolare all’e- 
stremità del raggio OD , è una tangente , ed è lo stesso dei 
lati BC , AC. 

Scolio. Le tre linee rette che dividono in due parti eguali 
i tre angoli d'un triangolo, concorrono in un medesimo punto. 

PROBLEMA XVI. 

Sopra una linea retta AB ( Fig. 88 e 89. ) descrivere un 
segmento capace dell’angolo dato C , cioè un segmento tale che 
tutti gli angoli in esso iscritti , siano eguali all'angolo dato C. 

Prolungasi AB verso D , si faccia al punto B 1' angolo 
DBE=C : si tiri BO perpendicolare a BE , e CO perpendi- 
colare sulla metà di AB; dal punto d'incontro O, come cen- 
tro , e col raggio OD descrivasi un cerchio , il segmento 
richiesto sarà AMB. 

Poiché , siccome BF è perpendicolare all’ estremità del * 
raggio OB , sarà BF una tangente, e l'angolo ABF avrà per 
misura la metà dell'arco AKB (a). D’altronde l’angolo AMB, 
conte angolo iscritto , ha per misura la metà dell’ arco AKB; 
dunque l'angolo AMB=:ABF=EBD=C ; dunque tutti gl; an- 
goli iscritti nel segmento AMB sono uguali all’angolo datoC. 

Scolio. Se P angolo dato fosse retto , il segmento cer- 
cato sarebbe il semicerchio descritto sul diametro, 

PROBLEMA XVII. 

Trovare il rapporto numerico di due linee rette AB, CD, 

( Fig. 90- ) qualora queste due linee hanno tra loro una mi- 
sura comune. 

Portasi la minore CD sulla maggiore AB tante volto quante 
può esservi contenuta, per esempio, due volte, e col resto BE. 

Portasi il resto BE sulla linea.CD tante volte quante può 
esservi contenuto ; una volta , per esempio , e col resto DF. 

Portasi il secondo resto DF sul primo BE tante volte quante 
può esservi contenuto; una volta per esempio, e col resto Btì. 

Portasi il terzo resto Btì sul secondo DF tante volte 
quante può esservi contenuto. 

Continuasi cosi finché abbiasi un resto , che sia conte- 
nuto un numero esatto di volte nel suo precedente. 


(a) Pr. 19. 2. 

Geom. Piana b, 
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Allora quest’ ultimo resto sarà la comune misura delle 
linee proposte , e riguardandolo come l’ unità , si troveranno 
facilmente i valori dei resti precedenti , e finalmente quelli 
delle due linee proposte , donde si conchiuderà il loro rap- 
porto in numeri. 

Per esempio , se si trova che GB è contenuto due volte 
esattamente in FI) , BG sarà la comune misura delle due li- 
nee proposte Sia BG:=1 , si avrà FI)— 2; ma EB contiene 
una volta FD più GB; dunque EB= 3 ; CI) contiene una volta 
EB più FI) , dunque CD:= 5 ; finalmente AB contiene due volte 
CI) più EB, dunque AB= 13; dunque il rapporto delle due linee 
AB, CD, è quello di 13 a 5. Se la linea CD fosse presa 
per unità , la linea AB sarebbe ’ 3 / 5 , e se la linea AB fosse 
presa per unità , la linea CD sarebbe s / ,ì . 

Scolio. Il metodo esposto è quel medesimo che prescri- 
vo l’aritmetica per trovare il massimo comun divisore di due 
numeri , quindi non ha bisogno d’ altra dimostrazione. 

Può accadere che i per quanto lungi si continui 1’ ope- 
razione , non si trovi mai un resto che sia contenuto un nu- 
mero esatto di volte nel precedente. Allora le due linee non 
hanno alcuna misura comune , e son quelle che si chiama- 
no incommensurabili: se ne vedrà in seguito un esempio nel 
rapporto della diagonale , al lato del quadrato. Non si può 
dunque allora trovare il rapporto esatto in numeri , ma tra- 
scurando l’ultimo resto, si troverà un rapporto più o meno 
approssimativo , secondochè più o meno sarà stata spinta 
avanti l’ operazione. 


PROBLEMA XVIir. 

Essendo dati due angoli A, e B, ( Fig. 91. ) trovare 
la loro misura comune , se l' abbiano , e quindi il loro rap- 
porto in numeri. 

Si descrivano con raggi eguali gli archi CD , EF , che 
servono di misura a questi angoli , si proceda in seguito , 
per la comparazione dogli archi CD , EF , come nel problema 
precedente, poiché un arco può portarsi sopra un arco dello 
stesso raggio come una linea retta sopra una linea retta. Si 
giungerà cosi alla misura comune degli archi CD , EF* , se 
1’ abbiano , ed al loro rapporto in numeri. Questo rapporto 
sarà lo stesso di quello degli angoli dati (a) , e se DO è lo 
misura comune degli archi, DAO sarà quella degli angoli. 

.(a) Pr. 17 , 2. 
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Scolio. Si può cosi trovare il valore assoluto d’ un an-’ 
golo paragouando l’arco che gli serve di misura , a tutta la 
circonferenza : per esempio , se l'arco CD stà alla circonfe- 
renza come 3 a ,,25, l'angolo A sarà i 5 / ,s di quattro angoli 
retti ovvero ••/•* d’ un angolo retto. 

Potrà pure accadere che gli archi paragonati non abbia- 
no alcuna misura comune, allora non si avranno per gli an- 
goli se non che do’ rapporti in numeri più o meno approssima- 
tivi, secondo che l’operazione sarà stata spinta più o meno lungi. 


LIBRO 111. 

LE PROPOSIZIONI DELLE FIGURE. 

i 

DEFINIZIONI. 

1. Si chiamano figure equivalenti quelle , le cui su- 
perficie sono eguali. 

Due figure possono essere equivalenti quantunque siano 
affatto dissimdi , per esempio , un cerchio può essere equi- 
valente ad un quadrato , un triangolo ad un rettangolo , ec. 

La denominazione di figure eguali sarà conservata a quel- * 
le , che essendo applicate l'una sull’altra coincidano in tutti 
i lor punti : tali sono due cerchi i cui raggi siano eguali ; 
due triangoli, i cui tre lati siano rispettivamente eguali.ee. 

u. Due figure sono simili, quando hanno gli angoli ri- 
spettivamente eguali , ed i lati omologhi proporzionali. Per 
lati omologhi s' intendono quelli , che hanno la medesima po- 
sizione nelle due figure , o che sono adiacenti ad angoli e- 
guali. Quésti medesimi angoli si chiamano angoli omologhi. 

Due figure eguali sono sempre simili, ma due figure si- 
mili possono essere molto disuguali. 

ni. In due cerchi differenti si chiamano archi simili , 
settori simili , segmenti simili , quelli che corrispondono ad 
angoli al centro eguali. 

Cosi ; essendo l'angolo A ( Fig. 92. ) eguale all’angolo O 
l’arco BC è simile all'arco DE, il settore ABC al settore ODE, ec. 

iv. L’altezza d' un parallelogrammo è la perpendicolare, 
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EF, ( Fig. 93. } che misura la distanza di due Iati opposti 

AB , CD , presi per basi. 

v. L'altezza d'tin triangolo è la perpendicolare AD ( Fig. 

94. ) abbassata dal vertice d’ un angolo A sul lato opposto 
BC , preso per base. 

vi. L'altezza del trapezio è la perpendicolare EF ( Fig. 

95. ) tirata fra i suoi due lati paralleli AB , CD. 

vii. Aia o superficie d' una figura sono termini presso 
a poco sinonimi. L’aia indica più particolarmente la quan- 
tità superficiale della figura in quanto che dessa è misurata, 
o paragonata ad altre superficie. 

r. N. B. Per l' intelligenza di questo libro , e dei seguenti 
bisogna aver presente la teorica delle proporzioni, per la quale 
rimandiamo ai trattati ordinari di aritmetica , e di algebra. 
Faremo solamente un'osservazione, che è importantissima per 
ristabilire il vero senso delle proposizioni , e dissipare ogni 
oscurità si nel loro enunciato , che nelle l<>ro dimostrazioni. 

» Se si abbia la proporzione A : B : : C : D , si sa che il 
prodotto degli estremi AxD èeguale al prodotto de'medl BxC. 

» Questa verità è incontrastabile quanto ai numeri; dessa 

10 è pure circa alle grandezze di qualunque sorte , purché si 
esprimano , o s’ immaginino espresse in numeri , il che si può 
sempre supporre: per esempio, se A , B, C , D sono linee, 
si può immaginare che una di queste quattro linee, ovvero, 
una quinta , se si voglia , serva di misura comune a tutte, 
e sia presa per unità ; allora A , B, C , D rappresentano 
ciascuna un certo numero di unità intero o rotto ; commen- 
surabile o incommensurabile , e là proporzione tra le linee 
A, B, C, D, diventa una proporzione di numeri. 

» Il prodotto delle linee A, e I) , che si chiama ancora 

11 loro rettangolo , non è dunque altro che il numero delle 
unità lineari contenute in A, moltiplicato pel numero delle 
unità lineari contenute in 1): e si concepisce facilmente che 
questo prodotto può , e dev’ essere eguale a quello che ri- 
sulta similmente dalle linee B , e C. 

» Le grandezze A e B possono essere d’ una specie , e 
per esempio , linee ; e le grandezze C e D di un’altra spe- 
cie , per esempio, superficie; allora bisogna riguardare sem- 
pre questo grandezze come numeri , A e B si esprimeranno 
in unità lineari , G e D in unità superficiali , ed il prodotto 
AXD sarà un numero , come il prodotto B X C. 

» Generalmente in tutte le operazioni che si faranno sullo 
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proporzioni bisogna sempre riguardare i termini di queste 
proporzioni come altrettanti numeri , ciascuno della specie 
che gii conviene , c non si durerà alcuna fatica a concepire 
queste operazioni , e le conseguenze che ne derivano. 

» Dobbianfo anche avvertire che parecchie delle nostre di- 
mostrazioni sono fondate sopra alcune delle regole più sem- 
plici dell’ algebra , lo quali sono fondate esse stesse sugli as- 
siomi cogniti : cosi se si ha A = B-}-C, e si moltiplichi ogni 
membro per una stessa quantità M , se ne conchiude AXM 
— BXM-f-CXM. Parimente, se si ha A =B-|-G, e D=E— C, 
e si sommano le quantità eguali, cancellando+C e — C elio 
si dis reggono, se ne conchiuderà A-f D =B-)-E ; e cosi degli 
altri casi. Tutto ciò è assai eh. aro da per se stesso , ma in 
caso di difficoltà sarà bene consultare i libri d' algebra , e 
frammischiare così lo studio delle due scienze ». 


PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 

I parallelogrammi che hanno le basi eguali , e le altezze 
eguali , sono equivalenti. 

Sia AB ( Fig. 96.) la base comune de'duc parallelogram- 
mi ABCL), ABEF : poiché questi si suppongono avere la me- 
desima altezza , le basi superiori DC , FE , saranno situate 
sopra una medesima linea retta parallela ad AB. Ora, perla 
natura de’ parallelogrammi, si ha AD=BC, cd AF =BE; per 
la medesima ragione si ha DC;=AB, ed FE— AB; dunque 
1)C= FE ; onde togliendo DC , ed FE dalla medesima linea 
DE , i resti CE , e DF, saranno eguali. Da ciò segue che i 
triangoli DAF , CBD, sono equilateri tra di loro, e per con- 
seguenza eguali (a). 

Ma 6e dal quadrilatero ABED si toglie fl triangolo ADF, 
resta il parallelogrammo ABEF; e se dal medesimo quadrila- 
tero ABEI) si toglie il triangolo CBE, resta il parallelogrammo 
ABCI), dunque i due parallelogrammi ABCI) , ABEF , che 
hanno la medesima base o la medesima altezza sono equivalenti. 

Corollàrio. Dunque ogni parallelogrammo ABCL) , ( Fig. 
97. ) è equivalente al rettangolo ABEF della medesima base' 
e della medesima altezza. 

(a) Pr. 11. , 1. 
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PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA. 

Ogni triangolo ABC ( Fig. 98. ) è la metà del parallelo- 
grammo ABCD che ha la medesima base e la medesima altezza. 

Poiché i triangoli ABC , ACD , sono eguali [a)- 

Corollario /. l)unque un triangolo ABC è la metà del 
rettangolo BDEF , che ha la medesima base BC , e la me- 
desima altezza AO ; perchè il rettangolo BCEF è equivalente 
al parallelogrammo ABCD. 

Corollario II. Tutti i triangoli che hanno le basi eguali , 
e le altezze eguali sono equivalenti. 

PROPOSIZIONE IH. 

TEORÈMA. 

Due rettangoli della medesima altezza stanno tra loro co- 
me le rispettive basi. 

Siano ABCD, AEFD (Fig. 99.) due rettangoli che han- 
no per allezza comune AD : dico eh’ essi stanno fra loro co- 
me le basi AB , AE. 

Supponiamo primieramente cho le basi AB , AE siano 
commensurabili tra di loro , e che stiano , per esempio, co- 
nio i numeri 7 e 4 : se si divide AB in sette parti eguali , 
AE conterrà 4 di queste parti ; si alzi da ogni punto di di- 
visione una perpendicolare alla base; si formeranno cosi set- 
te rettangoli parziali , che saranno fra loro eguali, perchè a- 
vranno la medesima base, e la medesima altezza. Il rettan- 
golo ABCD conterrà sette rettangoli parziali , mentre AEFD 
ne conterrà quattro , dunque il rettangolo ABCD sta al ret- 
tangolo AEFD come 7 a 4, ovvercr come AB sta ad AE. Il 
medesimo ragionamento può essere applicato ad ogni rappor- 
to diverso da quello di 7 a 4; dunque qualunque sia questo 
rapporto , purché commensurabile , si avrà 
ABCD : AEFD: : AB : A E. 

Supponiamo in secoudo luogo cho le basi AB, AE ( Fig. 
100 ; ) siano incommensurabili fra di loro; dico che ciò non- 
ostante si avrà 

ABCD : AEFD : AB : AE. 

(1) Pr. 28. 1. 
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Poiché se questa proporzione non è vera » restando gli 
stessi i tre primi termini, il quarto sarà maggiore, o minoro 
di AE. Supponiamo che sia maggiore , o clip si abbia 
ABCD : AEFD : AB: AO. 

Dividasi la linea AB in parti eguali minori di EO ; vi 
sarà almeno un punto di divisione 1 situato tra E ed 0 ; da 
questo punto si alzi sopra Al la perpendicolare 1K : le basi 
AB , AI saranno commensurabili fra di loro; c quindi si a - 
vrà , secondo ciò elio si è or dimostrato , 

ABCl) A1KD AB AI. 

Ma si ha per supposizione 

ABCD : AEFD : : AB : AO. 

In queste due proporzioni gli antecedenti sono eguali ; 
dunque i conseguenti sono proporzionali , e no risulta 

AIKD : AEFD : : AI : AO. 

Ma AO è maggiore di Al ; dunque , affinchè sussistesse 
,la proporzione , bisognerebbe che il rettangolo AEFD fosso 
maggiore di AIKD; ora al contrario esso è minore ; dunque 
la proporzione è impossibile; dunque ABCD non può stare ed 
AEFD come AB sta ad una linea maggiore di AE. 

Con un ragionamento affatto simile si proverebbe che il 
quarto termine della proporzione non può essere minoie di 
AE ; dunque esso è eguale ad A E. 

Dunque qualunque sia il rapporto deile basi, duo rettan- 
goli della medesima altezza ABCD , AEFD stanno fra loro 
come lo loro basi AB , AE. 

PROPOSIZIONE IV. 

T £ O B E U A. 

Due rettangoli qualunque ABCD , AE(ìF , ( Fig. 101. ) 
fiatino fra loro come » prodotti delle basi moltiplicate per le 
altezze ; in mode che si ha 

ABCD : AEGF : : ABXAD : AExAF. 

Avendo disposto i due rettangoli in maniera che gli an- 
goli iu A sicno opposti al vertice, si prolunghino i lati GE, 
CD Cliché s’incontrino in II: i.due rettangoli ABCD, AE1ID 
hanno la medesima altezza AD; essi stanno dunque tra loro 
come le loro basi AB, AE: similmente i due rettangoli AE11D, 
AEGF hanno la medesima altezza AE , essi stamio dunque 
fra loro come lo loro basi AD , AF ; quindi si avranno lo 
due proporzioni 
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ABCI) : AEHT) : : AB : AE 
AEHD : AEGF : : AD : AF. 

Moltiplicando in corrispondenza queste due proporzioni , 
e.d osservando che il termine AEHD può essere omesso, come 
moltiplicatore comune all' antecedente ed al conseguente , si 
avrà 

ABCD : AEGF : : ABXAD : AExAF. 

Scolio. Dunque si può prendere per misura di un rettan- 
golo il prodotto della sua base per la sua altezza, purché si 
intenda per questo prodotto quello di due numeri , che sono 
il numero delle unità lineari contenute nella base, ed 'il nu- 
mero delle unità lineari contenute nell'altezza- 

Questa misura d’ altronde non è assoluta , ma soltanto 
relativa , essa suppone che si valuti similmente un altro ret- 
tangolo misurando i suoi lati colla stessa unità lineare ; si 
ottiene cosi un secondo prodotto, ed il rapporto dè'due pro- 
dotti è eguale a quello de' rettangoli, conformemente alla pro- 
posizione or dimostrata. 

Per esempio, se la base del rettangolo A è di tre unità 
e là sua altezza di dieci, il rettangolo sarà rappresentato dal 
numero 3 X 10 , ossia 30 , numero che cosi isolato non si- 
gnifica nulla ; ma se si ha un secondo rettangolo B , la cui 
base sia di dodici unità , o l'altezza di sette, questo secondo 
rettangolo sarà rappresentalo dal numero 7 X 12, cioè 84-: 
dal che si conchiuderà che i due rettangoli A e B , stanno 
fra loro cune 30 stà a 84/ dunque se si convenisse di pren- 
dere il rettangolo A per unità di misura delle superficie , il 
rettangolo B avrebbe allora per misura assoluta 8 Vs 0 , cioè sa- 
rebbe eguale a ®V3o di unità superficiali. 

È più comune e più semplice di prendere il quadrato 
per l’unità di superficie', e si sceglie il quadralo, il cui la- 
to sia 1' unità di lunghezza : allora la misura che abbiam ri- 
guardata semplicemente come relativa , diventa assoluta: per 
esempio , il numero 30 , col quale abbiamo misurato il ret- 
tangolo A , rappresenta 30 unità superficiali , ovvero 30 di 
quei quadrati , il cui lato è eguale all'unità. Ciò è reso sen- 
sibile dalla figura 102. 

Si confondo assai spesso in geometria il prodotto di due 
linee col loro rettangolo , e questa espressione è anche passa- 
ta nell' aritmetica per denotare il prodotto di due numeri di- 
suguali , come s’ impiega quella del quadrato per esprimerò 
il prodotto di un numero moltiplicato per sè medesimo. 

1 quadrati do'numeri 1,2,3, ec. sono 1, 4, 9, ec. 
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Quindi si vede che il quadrato fatto sopra una linea doppia 
è quadruplo (Fig. 103. ) sopra una linea tripla è nove volt© 
più grande , e così di seguito. 

PROPOSIZIONE V. • 

TEOREMA. 

V aia di un parallelogrammo qualunque è eguale al pro- 
dotto della sua base per la stui altezza. 

Poiché il parallelogrammo ABCD ( Fig. 97. ) è equiva- 
lente al rettangolo ABEF , che ha la medesima base AB e 
la medesima altezza BE (a) ;-ora quest’ultimo ha per misu- 
ra ABXBE (6); dunque ABXBE è eguale all’aia del paralle- 
logrammo ABCD. 

Corollario. I parallelogrammi della medesima base stan- 
no fra loro come le rispettive altezze, ed i parallelogram- 
mi della medesima altezza stanno fra loro come le basi; poi- 
ché A, B, C essendo tre grandezze qualunque, si ha gene- 
ralmente AXC : BXC : : A : B. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA. 

L'aia d' un triangolo è eguale al prodotto della sua base 
per la metà della sua altezza. 

Poiché il triangolo ABC ( Fig. 101. ) è la metà del pa- 
rallelogrammo ABCE , che ha la medesima base BC , c la 
medesima altezza AD (ej; ora la superficie del parallelogram- 
mo = BC X AI) { d ); dunque quella del triangolo ='/, BCxAD, 
o BOX ’A AD 

Corollario. Due triangoli della medesima altezza stanno 
fra loro come le loro basi , e due triangoli della medesima 
base stauno fra loro come le altezze. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 

L'aia del trapezio ABCD ( Fig. 105 ) è eguale alla sua 
altezza EF , moltiplicata per la semi-somma delle basi parai - % 
I eie AB , CD. 


(a) Pr. 1. — (b) Pr. k. — (c) Pr. 2 — (d) Pr. 5. 
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Pel punto I , medio del lato CB , conducasi KL parallela 
al lato opposto AD , e si prolunghi DC finché incontri KL. 

Nei triangoli 1BL , 1CK , si ha il lato IB =1C , per co- 
struzione , l’angolo LiBrsCIK, e l’angolo 1BL=1CK poiché 
^ CK , c BL son parallele (a) ; quindi questi triangoli sono e- 
guali [b) , dunque il trapezio ABCD è equivalente al paralle- 
logrammo ADKL , ed ha per misura EFxAL. 

Ma si ha AL= DK; e poiché il triangolo IBL è eguale, 
al triangolo KCI , sarà il lato BL=CK : dunque AB-fCD= 
AL-j-DK =2AL, o perciò AL è la semi-somma delle basi AB 
CD ; dunque l'aia del trapezio ABCD è eguale all'altezza EF 
moltiplicata per la semi-somma delle basi AB, CD, il che si 

esprime cosi : ABCD= EFX^— 

Scolto. Se pel punto I , medio di BC , si meni IH pa- 
rallela alla base AB, sarà pure il punto II medio di AD, in 
fatti la figura AHIL è un parallelogrammo, al pari di DHIK, 
poiché i lati opposti son paralleli ; si ha dunque All —IL, é 
1)11 =1K : ora IL=1K, perché i triangoli BIL, C1K, sono 
eguali^ dunque A1I= DH. AB-J-CD 

Si può osservare che la linea ni=s AL — ^ ' ; dunque 

l’aia del trapezio può esprimersi cosi EFXIII : essa dunque 
è eguale all'altezza del trapezio moltiplicata per la linea che 
unisce i punti medi dei lati non paralleli. 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA. 

Se una linea AC ( Fig, 106. ) è divisa in due parli AB, 
BC, il quadrato fallo sult' intera linea AC conterrà il quadrato 
fallo sopra una parie AB, più il quadrato fatto sopra l'altra 
parte BC , più due volte il rettangolo compreso sotto le due 
parti AB, BC, il che si esprime cosi : 

_2 -2 __2 

AC, o (AB+BC)’=AI4-I:c+2ABXBC. 

Ci costruisca quadrato ACDE; prendasi AF = AB, si 
conduca FG paracela ad AC , e BH parallela ad AE- 
0 , Il quadrato ACDE è diviso in quattro parti ; la prima 


(a) Pr. 24 , 1. — (b) Pr. 7, 1. 
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ABIF è il quadrato fatto sopra AB, piochè si è preso AF= 
AB : la seconda 1GDH è il quadrato fatto sopra BC , poiché, 
si ha AC=AE, e ABrsAF, la differenza AG — AB è eguale 
alla differenza AE — AF, lo che dà BC=EF, ma, a cagione 
delle parallele , IG= BC , e DG=: EF ; dunque HIGD è ugua- 
le al quadrato fatto sopra BC. Essendo tolte queste due par- 
ti dal quadrato totale, restano i due rettangoli BCG1, EFHI, 
che hanno ciascuna per misura ABXBC; dunque il quadra- 
to fatto sopra AC , ec. - 

Scolio. Questa proposizione si accorda con quella che si 
dimostra in algebra per la formazione del quadrato d’un bi- 
nomio eh’ è cosi espressa : 

( a-j-6 )’=a’-f2aH-ò\ 
PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA. 

Se la linea AC ( Fig. 107, ) e la di fferenza di due linee 
rette AB , BC , il quadralo fallo sopra AC conterrà il qua- 
drato di AB , più il quadrato di BC , meno due volte il ret- 
tangolo fatto sopra AB, e 1C ; cioè a dire clic si avrà 
— s 1 _2 —2 

AB ovvero ^ AB — BC ) =A ti-j- BC — 2BA X BC. 

Si costruisca il quadrato ABIF : prendasi AE=AC ; si 
conduca CG parallela a BI , I1K parallela ad AB , e si ter- 
mini il quadrato EFI.K. 

I due rettangoli GBIG, GLKD, hanno ciascuno per misura 
ABXBC: se si tolgano entrambi dalla figura intera ABILKEA, 
—2 _a 

che ha per valore AB-|-BC , è chiaro che resterà il quadrato 
ACDE ; dunque , ec. 

Scolio. Questa proposizione combina colla formola del- 
1’ algebra ( a — 6 )*— a ’-j-b ' — 2 ah. 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA. 

•a 

Il rettangolo fatto sulla somma e la differenza di due rette, 
è eguale alla differenza dei quadrati di queste rette : così si ha 

2 - 2 

(AB-f BC}X(AB— BC)= AB— BC. 

Si costruiscano sopra AB, ed AC i quadrati ABIF, ed ACDE; 
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( Fig. 108. ) prolungasi AB d’ una quantità BK=BC , e li 
termini il rettàngolo AKLE. 

La base AK del rettangolo è la somma delle due retta 
AB , BC ; la sua altezza AL è la differenza di queste medesi- 
me linee. Dunque il rettangolo AKLEr: (AB-J-BC)X(AB — BC). 
Ma questo medesimo rettangolo è composto dalle due parti 
ABHE-f BULK, e la parte BHLK èeguale al rettangolo EDGF, 
porche BH= DE, e BK= EF; dunque AKLE= ABHE+EDGF. 
Or queste due parti formano il quadrato ABIF, meno il qua- 
drato DHIG , eh' è il quadrato fatto sopra BC : dunque linai- 

% g 

mente ( AB-1-BC)X(AB — BC)=AB — BC. 

Scolio. Questa proposizione corrisponde alla forinola del- 
1* algebra (a-j- b)[a — &}=; a 1 — 6 J . 

PROPOSIZIONE XI. 

T E 0 B E M Jl. 

Il quadrato fatto sull' ipotcnusa di un triangolo rettangolo 
è eguale alla somma dei quadrali fatti sopra gli altri due lati. 

Sia ABC un triangolo rettangolo in A; ( Fig 109. ) si for- 
mino i quadrati sopra i tre lati ; si abbassi dal vertice del- 
r angolo retto sopra l’ ipotenusa la perpendicolare AD , che si 
prolungherà fino in E; si tirino in seguito le diagonali AF, CII. 

L'angolo ABF è composto dell'angolo ABC più l'angolo 
retto CBF :. l'angolo CRII è composto del medesimo angolo 
ABC più l'angolo retto ABH , dunque l’ angolo ABF= HBC. 
Ma AB=BH, come Iati d'un medesimo quadrato, e BF— BC 
per la medesima ragione ; dunque i triangoli ABF , IIBC han- 
no un angolo eguale compreso tra i Iati eguali , dunque es- 
si sono eguali tra loro [a). 

Il triangolo ABF è la metà del rettangolo BDEF ( o per 
più brevità BE ) , che ha la medesima base BF , e la me- 
desima altezza BD (6). Il triangolo HBC è parimente la metà 
del quadrato All, perchè essendo retto l’angolo BAC , come 
pure BAL , AC , ed AL non fanno che una sola linea retta 
parallela ad HB ; dunque il triangolo HBC , ed il quadrato 
AH , che hanno la base comune B4I , hanno pure I’ altezza 
comune AB , dunque il triangolo è la metà del quadrato. 

Si è di già dimostrato che il triangolo ABF è eguale al 


(a) Pr. 6. 1. — (b) Pr. 2. 
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triangolo HBC ; dunque il rettangelo BDEF, doppio del trian- 
golo ABF, è equivalente al quadrato All ; doppio del trian- 
golo HBC. Si dimostrerà parimente che il rettangolo CDElì è 
equivalente al quadralo Al; mai duo rettangoli BltEF, CDEG 
presi insieme fanno il quadrato BCtìF ; dunque il quadrato 
BCGF , fatto sull' ipotenusa , è eguale alla- somma dei qua- 
drati ABHL , AC1K fatti sugli altri duo lati, o in altri ter- 

2 2 _2 

mini, BC=AD+AC. 

Corollario I. Dunque il quadrato di uno de’ lati dell'an- 
golo retto è eguale al quadrato dell' ipotenusa meno il qua- 

—2 —2 —2 

drato dell’altro lato; il che si esprime cosi AB=BC — AC. 

Coroll. li. Sia ABCD ( Fig. 118. ) un quadrato, AC la sua 
diagonale ; il triangolo ABC essendo rettangolo ed isoscele , si 

-2 _2 —2 2 

avrà AC=AB-f BC= 2AB ; dunque il quadrato fatto sulla dia- 
gonale AC è doppio del quadralo fatto sul lato AB. 

Si può rendere sensibile questa proprietà conduccndo 
pei punti A e C le parallele a Bl) , e per i punti B e I) le 
parallele ad AC; si formerà cosi un nuovo quadrato EFGll, 
che sarà il quadrato di AC. Or si vede che EI’GII contiene 
otto triangoli eguali ad AEB, e che ABCD ne contiene quat- 
tro ; dunque il quadrato EFGH è doppio di ABCD. 

—2 2 

Poiché AC : AB : : 2 ; 1 , si ha , estraendone la radi- 
ce quadrata , BC : AB : : V" 2 : 1 * dunque la diagonale 
d' un quadralo è incommensurabile col suo lato. 

Questo è ciò che si svilupperà maggiormente in un’al- 
tra occasione. 

Coroll. HI. Si è dimostrato che il quadrato All ( Fig. 
109. ) è equivalente al rettangolo BDEF ; ora , a cagione 
dell’altezza comune BF , il quadrato BCGF sta al rettangolo 
BDEF come la base BC stà alla base BD ; dunque : 

— 2 —2 

BC : BB : : BC BD. 

Dunque il quadrato dell’ ipotenusa stà al quadrato d'uno de la- 
ti dell’ angolo retto , come l’ipotenusa stà al segmento Adiacente 
a questo lato. Si chiama qui segmento la parte dell' ipotenusa 
determinata dalla perpendicolare abbassata dal vertice dell'an- 
golo retto , cosi BD è il segmento adiacente al lato AB , o 
DC è il segmento adicente al lato AC. Si avrebbe similmente 
-a _2 

, : AC ; : BC : .CD- 
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Cordi. IV. I rettangoli BDEF, DOGE , avendo pure la 
medesima altezza, stanno fra loro come le loro basi BD, CD. 

—2 _2 

Or questi rettangoli sono equivalenti a' quadrati AB , AC : 
dunque 

' — 2 _2 

AB : AC : : BD • DC. 

Dunque t quadrati dei due lati dell' angolo retto stanno fra 
loro come i seguenti deli ipotenusa adiacenti a questi lati. 

FROPOSIZIONE XII. 

% 

• v 

teorema. 

In un triangolo ABC, ( Erg. 110.) se l'angolo C è acuto 
il quadrato del lato opposto sarà minore della somma de' qua- 
drati de' lati che comprendono l’angolo C; e se si abbassi AD 
perpendicolare sopra BC , la differenza sarà eguale al doppio 
del rettangolo BCXCD ; in modo che si avrà. 

_2 —2 

AB ss AC-f BC — 2BC XCD. 

Vi sono due casi. l.° Se la perpendicolare cade dentro 
del triangolo ABC, si avrà BD = BC — CD, e per conseguenza (a) 
—2 —2 —2 —2 
BD=BC+CD — 2BCXCD. Aggiungendo ad ambe le parti AD, 
ed osservando che i triangoli rettangoli ABD , ADC danno 

l g g q o | g q g g 2 

A|)-f BD “AB , e AD+DC=ÀC, si avrà AB =BC + AC — 
2BCXCI). 

2.° Se la perpendicolare AD cade fuori del triangolo ABC. 

—2 —2 _2 

si avrà BD=CD — BC, e per conseguenza (6) BD=CD-J-BC — 

_a * 

2CBXBG. Aggiungendo ad ambe lo parti AD, se ne conchiu- 
derà similmente 

—2 _2 
AB =BC+AC— 2BCXCD. 


(a) Pr . 9. — (b) Pr. 9 
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PROPOSIZIONE XIII. 
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TEOREMA. 

✓ V 

In un triangolo ABC , fFig. 111.) se l'angolo C è ottu- 
so , il quadralo del lato opposto AB sarà maggiore della som- 
ma dei quadrati dei lati clic comprendono l’ angolo C ; e se si 
abbassi AD perpendicolare sopra BC » la differenza sarà eguale 
al doppio del rettangolo BCXCD ; talmente che si avrà 

—2 — 2 . —2 
AB =AC+BC -(-2BC X CD. 

La perpendicolare non può cadere dentro de! triangolo, 
poiché se cadesse, per esempio, in E, il triangolo ACE avreb- 
be ad un tempo stesso l’angolo retto E è l'angolo ottuso C, 
il che è impossibile (a): essa dunque cade al di fuori, c si ha 

—a — » * — a 

BD=:BC-fCD. Da ciò risulta (6) BD = BC+CD+2BC xCD. 

* _2 

Aggiungendo ad ambe le parti AD, e facendo le riduzioni co- 

—2 —2 —2 

me nel teorema precedente, so ne conchiuderà AB=rBC-J-AC 
-f 2BCXCD. 

Scolio. Il triangolo rettangolo è il solo, in cui la somma 
dei quadrati di due lati sia eguale al quadrato del terzo , 
poiché , se P angolo compreso da questi lati è acuto, la som- 
ma dei loro quadrati sarà maggiore del quadrato del Iato op- 
posto , se è ottuso , sarà minore. 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA. 

In un triangolo qualunque ABC, ( Fig. 112.) se si di- 
ri dal vertice al punto medio della base la linea retta AE , 

—2 2 —a —2 

dico che si avrà AB-f-AC =2AE-f-2BE. 

Si abbassi la perpendicolare AD sulla base BC; il trian- 
golo AEG darà pel teorema XII. 

AC%aTh-EC— 2ECX ED. 

(a) Pr. 19 , 1. — (b) Pr. 8. 
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II triangolo ABE darà pel teorema XUI. 

2 —2 9 

AB = AE+EB+2EByED. 

Dunque , addizionando ed osservando che EB=EC, si avrà 
' _2 _9 _2 —2 

AB+AC = 2AE + 2EB 

Corollario. Dunque, in ogni parallelogrammo la somma dei 
quadrati de lati è eguale alla somma de' quadrali delle due diagonali. 

Poiché le diagonali AC, BD (Fig. 113. ) si tagliano scam- 
bievolmente in due parti eguali nel punto E (a); perciò il 
triangolo ABC dà 

—9 —2 —2 _2 

AB+BC =2AE-f2BE. 

Il triangolo ADC da parimente 

_2 _2 —2 

AD+DC=2AE+kDE. 

Sommando membro con membro, ed osservando che BE=DE 
si avrà 

— 2 —2 _2 —2 —2 —2 * 
AB+AD+DC+RC= fcALf 4DE. 

—2 2 

Ma 1AE è il quadrato di 2AE, o di AC, IDE è il qua- 
drato di BL) , dunque la somma dei quadrati de’lati è eguale 
alla somma de' quadrati delle diagonali, 

P R 0 POSIZIONE XV. 

TEOREMA. 

La linea DE, tirata parallelamente alla base d' un trian- 
golo A lìC , ( Fig. Ili. ) divide i lati AB, AC> proporzional- 
mente ; talmente che si ha AI) : DB : : AE : EC. 

Si congiungano BE , e DC ; i due triangoli BDE, DEC, 
hanno la medesima base DE, hanno pure la medesima altez- 
za , poiché i vertici B , e C sono situati sopra una parallela 
alla base , dunque questi triangoli sono equivalenti (6). 

I triangoli ADE , BDE, di cui il vertice comune è E , 
hanno la medesima altezza, e stanno perciò fra loro come le 
basi AD , BD (c) , onde si ha 

ADE : BDE : : AD : DB. 

I triangoli ADE , DEC , di cui il vertice comune è D , 

* (a) Pr. 31 , 1. — (b) Pr. 2. — (c) Pr. 6. 
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hanno pure la medesima altezza , e stanno fra loro come le 
basi AE , EC , dunque 

ADE : DEC : : AE : EC. 

Ma il triangolo BDE=DEC ; dunque a causa del rapporto 
comune in queste proporzioni , se ne conchiuderà 
AD : DB : : AE ; EC. 

Corollario I. Da ciò risulta Componendo AD-f-DB ! AD : : 
AE-f-EC : AE , ossia AB : AD : : AC : AE , e cosi pure 
AB : BD : : AC : CE,. 

Corol. II. Se tra due rette AB, CD, ( Fig. 113.) si ti- 
rino quante parallele si vogliono AC , EF , GH, BD, ec. que- 
ste rette saranno tagliate proporzionalmente , e si avrà AE i 
CF : : EG : FH : : GB : HD. 

Perchè , sia 0 il punto di concorso delle rette AB , CD-, 
nel triangolo OEF , in cui la linea AG è tirala parallelamente 
alla base EF , si avrà OE : AE : : OF : CF , oppure OE : 
OF : : AE : CF- Nel triangolo OGH , si avrà similmente OE : 
EG : : OF : FH, ovvero OE : OF : : EG : FH ; dunque, a 
cagione del rapporto comune : OE : OF , queste due propor- 
zioni danno AE : CF : : EG : FH. Si dimostrerà nello stesso 
modo che EG : FH : : GB : HD, e così di seguito-, dunque 
le rette AB, CD sono tagliale proporzionalmente dalle paral- 
lele EF , GH , ec. 

PROPOSIZIONE XVI. 
teorema. 

Reciprocamente se iloti AB, AC, (Fig. 116) sono tagliati 
proporzionalmente della retta DE, talmente che si abbia AD : 
BD : : AE : EC, dico che la linea DE sarà parallela alla base BC. 

Poiché se DE non è parallela a BC , supponiamo che lo 
sia DO; allora, secondo il teorema precedente, si avrà AD : 
BD : : AO : OC. Ma , per ipotesi , AD .- DB : : AE : EC ^ 
dunque si avrebbe AO : OC : : AE : EC ; proporzione im- 
possibile , poiché da una parte l’antecedente AE è maggiore 
di AO, e dall’altra il conseguente EC è minore di OC : dun- 
que la parallela BC tirala pel punto D non può differire da 
DE -, dunque DE è questa parallela. 

Scolio. La medesima conclusione avrebbe luogo se si sup- 
ponesse la proporzione AB : AD : : AC : AE, poiché questa 
proporzione darebbe AB— AD : AD : : AC— AD : AE, ovvero 
BI» : AD : : CE : AE. 

Geom. Piana. . 5 
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onde si ha BC : ('E : : BA : AF (a). In vece di AF met- 
tendo la sua eguale CE , si avrà , 

BC : CE : : BA : CD. 

Nel medesimo triangolo BFE, se si riguardi BF come la 
base , CD è una parallela a questa base , e si ha la propor- 
zione BC : CE : : FD : DE. In vece di FD mettendo la sua 
eguale AC , si avrà , 

BC : CE : : AC : DE. 

Finalmente da queste due proporzioni che contengono il 
medesimo rapporto BC : CE , si può concludere ancora , 

AC : DE : : BA : CD. 

Dunque i triangoli equiangoli BAC, CDE, hanno i lati omo- 
loghi proporzionali •, ma secondo la definizione II, due figure 
sono simili quando hanno ad un tempo stesso gli angoli ri- 
spettivamente eguali, ed i lati omologhi proporzionali ; dun- 
que i triangoli equiangoli BAC, CDE, sono due figure simili. 

Corollario. Affinchè due triangoli siano simili, basii che 
abbiano due angoli rispettivamente eguali -, perchè allora il 
terzo sarà eguale in ambedue i triangoli , e i due triangoli 
saranno equiangoli. 

Scolio. Osservate che, ne' triangoli simili, i lati omolo- 
ghi sono opposti agli angoli eguali -, cosi essendo l'angolo ACB 
eguale a DEC, il lato AB è omologo a DC ; del pari AC e DE 
sono omologhi , perchè sono opposti agli angoli eguali ABC , 
l)CE : essendo riconosciuti r lati omologhi , si formano facil- 
mente le proporzioni : 

AB : DC : : AC : DE : : BC : CE. 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA. 

Due triangoli ette hanno i lati omologhi proporzionali , 
sono equiangoli e simili. 

Supponiamo che si abbia BC : EF : : AB : DE : : AC : 
DF •, (Fig. 1 20. ) dico che i triangoli ABC , DEF , avranno 
gli angoli eguali , cioè , A=D , B=E , C=F. 

Si faccia al punto E l’angolo FEG=B ed al punto F l’an- 
golo EFG=C , il terzo G sarà eguale al terzo A , e i due 
triangoli ABG, EFG, saranno equiangoli*, dunque si avrà pel 
teorema precedente BC : EF : : AB : EG , ma per supposi ■ 

(a) Pr. 13. 
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zione , BC : EF : : AB : DE , dunque EG=ED. Si avrà an- 
cora pel medesimo icorcma BC : EF : : AC : FG -, ora si ha 
per supposizione , BC : EF : : AC : DF , dunque FG==DF ; 
dunque i triangoli EOF , DEF hanno i Ire lati rispettivamente 
eguali ; dunque essi sono eguali (a). Ma, per costruzione, il 
triangolo EGF è equiangolo al triangolo ABC; dunque anche 
i triangoli DEF, ABC, sono equiangoli e simili. 

Scolio 1. Si vede da queste due ultime proposizioni che 
nei triangoli , I’ eguaglianza degli angoli è una conseguenza 
della proporzionalità dei lati , e reciprocamente , in modo che 
una di queste condizioni serve per assicurar la similitudine dei 
triangoli. Non è lo stesso nelle figure di più di tre lati ; perchè, 
trattandosi de' soli quadrilateri, si può senza cambiar gli an- 
goli, alterare la proporzione dei lati, o senza alterare i lati 
cangiare gli angoli ; cosi la proporzionalità dei lati non può 
esser una conseguenza dell’eguaglianza degli angoli ; nè vice- 
versa. Si vede per esempio , che conducendo EF parallela a 
BC ( Fig. 121. ) , gli angoli del quadrilatero AEFD sono eguali 
a quelli d 1 quadrilatero ABLiD ; ma la proporzione de’ lati è 
differente: del pari , senza cangiar di lunghezza i quattro lai i 
AB, BC, CD, AD, si può avvicinare , o allontanare il punto 
B dal punto D , il che altererà gli angoli. 

Scolio II. Le due proposizioni precedenti che propria- 
mente non ne fanno che una sola , unite a quella del qua- 
drato dell’ ipotcnusa , suno le proposizioni le più importanti 
e le più feconde della geometria ; bastano quasi esse sole a 
tutte le applicazioni ed alla risoluzione di tutti i problemi : 
la ragione si è che tulle le figure possono dividersi in trian- 
goli , ed un triangolo qualunque in due triangoli rettangoli. 
Perciò le proprietà generali dei triangoli racchiudono impli- 
citamente quelle di tulle le figure. 

PROPOSIZIONE XX. 

*39Pfe \<C\% UH . in 

TEOREMA. 

• • • • 4 

Due triangoli che hanno un angolo eguale compreso fra 
lati proporzionali , sono simili. 

Sia l’angolo A=D , ( Fig. 122. ) c supponiamo rhe si 
abbia AB : DE : : AC : DF , dico che il triangolo ABC è si- 
mile a DEF. 


(a) Pr. 41, i. 
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Si prenda AG=DE , e si tiri GH parallela a BC , P an- 
golo AGH sarà eguale all’ angolo ABC (a) ; ed il triangolo 
AGH sarà equiangolo al triangolo ABC; si avrà dunque AB : 
AG : : AC : AH. Ma , per supposizione , AB : DE : ; AC : 
DF, e per costruzione AG=DE ; dunque AH=DF. I due trian- 
goli AGH , DEF , hanno dunque un angolo eguale compreso 
fra lati eguali ; essi dunque sono eguali. Ora il triangolo AGH 
è simile ad ABC , dunque DEF è pure simile ad ABC. 

PROPOSIZIONE XXI. 

T B O a E M. A. 

Due triangoli che hanno i lati omologhi paralleli , o che 
gli hanno rispettivamente perpendicolari , sono simili. 

Poiché , l.° se il lato AB ( Fig. 123. ) è parallelo a DE 
e BC ad EF, l’angolo ABC sarà eguale a DEF (6) ; se di più 
AC è parallela a DF , l’ angolo ACB sarà eguale a DFE , ed 
anche BAC ad EDF : dunque i triangoli ABC , DEF sono 
equiangoli , dunque essi sono anche simili. 

2.° Sia il lato DE (Fig. 124. ) perpendicolare ad AB, e 
il lato DF ad AC. Nel quadrilatero A1DH i due angoli I, ed II 
saranno retti ; i quattro angoli equivalgono insieme a quattro 
angoli retti (c) ; dunque i due rimanenti IAI| , 1DH equival- 
gono a due angoli retti. Ma i due angoli EDF , ÌDII equival- 
gono pure a due angoli retti : dunque l’angolo EDF è eguale a 
ad IAH, o BAC : parimente se il terzo Iato EF è perpendicolare 
al terzo BC , si dimostrerà che l’angolo DFE=C e DEF=B; 
dunque i due triangoli ABC , DEF , che hanno i lati rispet- 
tivamente perpendicolari , sono equiangoli e simili. 

Scolio. Nel caso dei Iati paralleli i lati omologhi 6ono i 
lati paralleli ; ed in quello de’ lati perpendicolari , lo sono t 
lati perpendicolari. Cosi , in quest’ ultimo caso , DE è omo» 
logo ad AB , DF ad AC , ed EF a BC. 

Il caso dei lati perpendicolari potrebbe offrire nna situa- 
zione relativa de’ due triangoli , differente da quella che è sup- 
posta nella fig. 124 ; ma l’eguaglianza degli angoli rispettivi 
si dimostrerebbe sempre , o col mezzo dei quadrilateri, come 
AIDH , di cui due angoli sono retti , o col paragone di duo 
triangoli che , con degli angoli opposti al vertice, avrebbero 
ciascuno un angolo retto : d’altronde, si potrebbe sempre sup - 

(a) Pr. 24, 1. — (b) Pr. 27 , 1. — (c) Pr. 20, I. 
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porre che si fosse costrutto dentro del triangolo ABC un trian- 
golo DEF , i cui lati fossero paralleli a quelli del triangolo 
paragonato ad ABC , ed allora la dimostrazione rientrerebbe 
nel caso delta Ggura 124. 

PROPOSIZIONE XXII., 

\ 

TEOREMA. 

Le rette AF , AG , ec. ( Fig. 125. ) , tirate comunque dal 
vertice di un triangolo dividono proporzionalmente la base BC, 
e la sua parallela DE ; talmente che si ha 

DI : BF : : IK : FG : : KL : GII , ec. 

Poiché , siccome DI è parallela a BF , il triangolo ADI 
è eqiuiangolo ad ABF, e si ha la proporzione DI : BF : : AI : AF. 
Similmente essendo IK parallela ad FG , si ho Al : AF : : 
IK : FG •, dunque a cagione del rapporto comune Al : AF, si 

avrà DI : BF : : IK : FG. Si proverà similmente IK : FG : : 

KL : GH , ec. Dunque la linea DE è divisa nei punti 1 , K , 

L , come lo è la base BC ne’ punti F , G , H. 

Corollario. Dunque , se BC fosse divisa in parti eguali 
ne’ punti F , G , H , la parallela DE sarebbe divisa anche in 
parli eguali ne’ punti I , K , L. 

• PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA. 

Sè dal vertice delYangolo retto A ( Fig. 1 26. ) di un trian- 
golo rettangolo si abbassi la perpendicolare Xtysull’ipotenusa: 

1. ° 1 due triangoli parziali ABD , ADC , saranno simili 
fra di loro , ed al triangolo totale ABC •, 

2. ° Ogni lato AB o AC sarà medio proporzionale tra 
l’ipotcnusa BC ed il segmento adiacente BD o DC. 

3. ° La perpendicolare AD sarà media proporzionale tra 
i due segmenti BD , PC. 

In futi! l.° il triangolo BAD ed il triangolo BAC hanno 
l’angolo comune B -, di più l’angolo retto BDA è eguale all’an- 
golo retto BAC-, dunque il terzo angolo BAD di Il’uno è egua- 
le al terzo C dell’ altro -, dunque questi due triangoli sono e- 
quiangóli , e perciò simili. Si dimostrerà parimente che il 
triangolo DAC è simile al triangolo BAC -, dunque i tre trian- 
goli sono equiangoli e simili -fra di loro. 
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2. ° Poiché il triangolo BAD è simile al trìango BAC , i 
loro lati omologhi sono proporzionali. Ora il lato BD del pic- 
colo triangolo è omologo a BA del grande , perchè sono op- 
posti ad angoli eguali BAD, BCA-, l’ipolenusa BA del piccolo 
è omologa ali’ipolenusa BC del grande; dunque si può stabilire 
la proporzione BD : BA : : BA : BC. Si avrebbe nella stessa 
maniera DC : AC : : AC : BC. Dunque 2.° ciascuno dei lati 
AB, AC è medio proporzionale tra l’ipotenusa ed il segmento 
adiacente a questo lato. 

3. ° Finalmente , la similitudine dei triangoli ABD , ÀDC 
dà , paragonando i lati omologhi , BD : AD : : AD : DC ? 
dunque 3.° la perpendicolare AD è media proporzionale tra » 
segmenti BD , DC dell’ipolenusa. 

Scolio. La proporzione BD : AB : : AB : DC dà , egua- 

1 

gliando il prodotto degli estremi a quello de' medi , AB=BD 

* ± a 

XBC ; si ba similmente AC=DCXBC , dunque AB4“AC=5 
BDXBC+DCXBC ; il secondo membro è la medesima cosa 

! * ' . 

che (BD-f-DC)XBC , e si riduce a BCXBC , ossia BC -, duo- 

ft S 

que si ha AB+AC=BC ; dunque il quadrato fatto sopra l’ipo- 
tenusa BC è eguale alla somma dei quadrati fatti sopra gli 
altri due lati AB, AC. Ritorniamo così alla proposizione del. 
quadrato dell’ ipotenusa per una strada differentissima da 
quella che avevano seguila ; d’ onde si vede che a parlar 
propriamente , la proposizione del quadrato dell’ ipotcnusa è 
una conseguenza della proporzionalità dei lati ne’ triangoli 
equiangoli. Così le proporzioni fondamentali della geometria 
si riducono, per cosi dire, a questa sola, cioè, che i trian- 
goli equiangoli hanno i luti omologhi proporzionali. 

Accade spesso , come ne abbiamo veduto ora un esem- 
pio , che tirando delle conseguenze da una o più proposizio- 
ni , si ricade su delle proposizioni già dimostrale. In gene- 
rale , ciò che caratterizza particolarmente i leoremi di geo- 
metria , e ciò eh’ è una pruova invincibile della loro certez- 
za , si è che combinandoli insieme in una maniera qualun- 
que , purché si ragioni giustamente , si cade sempre sopra 
risullamenli esatti. Non sarebbe lo stesso se qualche proposizio- 
ne fosse falsa, o non fosse vera che per approssimazione -, ac- 
caderebbe spesso che per mezzo della combinazione delle pro- 
posizioni fra loro , l’errore si accrescerebbe , e diventerebbe 
sensibile. Si vedono esempi di ciò in tutte te dimostrazioni , 
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dove cì serviamo della riduzione all'assurdo. Tali dimostra- 
zioni , in cui si ha per oggetto di provare che due quantità 
sono eguali, consistono a far vedere che, se si ammettesse 
fra esse la minima disuguaglianza , ne risulterebbe per mez- 
zo della serie dei ragionamenti un’assurdità manifesta e pal- 
pabile ; dal che è d’ uopo conchiudere che quelle quantità 
sono eguali. ^ 

, Corollario. Se da un punto A ( Fig. 127. ) della cir- 
conferenza si conducano le due corde AB , AC all’estremità 
del diametro BC , il triangolo BAC sarà rettangolo in A («)• 
dunque l.° la perpendicolare AD è media proporzionale fra 
i due segmenti BD, DC, del diametro , ovvero, li che torna 

lo stesso , il quadrato AD è uguale al rettangolo BDXDC. 

2.° La corda AB è media proporzionale fra il diametro 
BC, ed il segmento adiacente BD, o pure il che torna lo stesso 

■ — » __ t 

AB=BDXBC. Si ha similmente AC=CDXBC -, dunque AB*; 

a — a a 

AC : : BD : DC -, e se si paragona AB a BC , si avrà AB* : 

» # 5 

BC : : BD : BC ; si avrebbe del pari AC : BC : : DC : BC. 

Questi rapporti de’ quadrali de’ lati, sì fra loro, che col qua- 
drato dell’ ipotenusa , sono già stati dati nei Corollari 111 e 
IV della proposizione XI. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

T E 0 B E M A. 

Due triangoli che hanno un angolo eguale stanno fra loro 
come i rettangoli dei lati che comprendono l % angolo eguale. 
Così il triangolo ABC std al triangolo ADE come il rettan- 
golo ABXAC stà al rettangolo ADXAE ( Fig. 128. ). 

Si tiri BE ; i due triangoli ABE , ADE , il cui vertice co- 
mune è in E , hanno la medesima altezza , e stanno fra loro 
come le basi AB , AD ( h ) ; dunqne 

ABE : ADE : : AB : AD. 

Si ha parimente 

ABC : ABE : : AC : AE. 


(a) Pr. 18 , 2. — (b) Pr. 6. 
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Moltiplicando queste due proporzioni per órdine, ed ometten- 
do il termine comune ABE , si avrà 

ABC : ADE : : ABXAC : ADXAE. 

Corollario. Dunque i due triangoli sarebbero equivalenti 
se il rettangolo ABXAC, fosse eguale al rettangolo ADXAE, 
o se si avesse AB : AD : : AE : AC •, lo che avrebbe luogo 

se la linea DG fosse parallela a BE. 

. ' • • >* * 

PROPOSIZIONE XXV. 

T E 0 H E M A. 

Due triangoli simili stanno fra loro come i quadrati dei 
lati omologhi. 

Sia I’ angolo As=D , ( Fig. 122. ) e l’augolo A=B ■, pri- 
mieramente , a cagione degli angoli eguali A e D , si avrà 
per la proposizione precedente 

ABC : DEF : : ABXAC : DEXDF. 

D’altronde abbiamo , a causa della similitudine de’ triangoli , 
AB : DE : : AC : DF. 

E se si moltiplica questa proporzione termine a termine per 
la proporzione identica 

AC : DF : : AC : DF , 

ne risulterà , 

ABXAC ; DEXDF : : A*C*: DF* 

Donde 

ABC a DEF : : AC*: Df! 

Dunque due triangoli simili ABC , DEF , stanno fra loro 
come i quadrali dei lati omologhi AC , DF , o come i qua- 
drati di due altri lati omologhi qualunque. 

PROPOSIZIONE XXVI. 

T E 0 B E M A. 

Due poligoni simili sono composti d'un medesimo numero 
di triangoli simili rispettivamente e similmente disposti. 

Nel poligono ABCDE, ( Fig. 129. ) si conducono dal vertice 
di uno stesso angolo A le diagonali AC, AD agli altri angoli. 
Nell’ altro poligono FGHIL si conducano similmente dalf an- 
golo F omologo ad A , le diagonali FH, FI agli altri angoli. 
Poiché i poligoni sono simili , l’angolo ABC è eguale al 
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suo omologò FGH (a), e di più i lati AB, BC, sono propor- 
zionali, ai lati FG , GII ; talmente che si ha AB : FG : : BC : 
GH. Segue da ciò che i triangoli ABC , FGH , hannq, un an- 
golo eguale compreso tra lati proporfcio.nali-, dunque essi sono 
simili ( b)\ dunque l’angolo BCA è eguale a GHF. Questi an- 
goli eguali essendo tolti dagli angoli eguali BCD , GHI, i re-> 
sti ACD , FUI , saranno eguali ; ma poiché i triangoli ABC , 
FGH sono simili , si ha AG : FH : : BC : GH ^ d'altronde , 
a cagione della simiglianza dei poligoni (d), BC.: GH : : CD : 
HI \ dunque AC : FH : : CD : Hi ; ma si è già veduto che 
l’ angolo ACDrrFIII ; dunque i triangoli ACD, FHI hanno 
un angolo eguale compreso tra lati proporzionali , dunque 
essi sono simili. Si può continuare similmente a dimostrare 
la simiglianza dei triangoli susseguenti , qualunque fosse il 
numero dei lati dei poligoni proposti -, ^dunque due poligoni 
simili sono composti da un medesimo numero di triangoli si- 
mili e similmente disposti. 

Scolio. La proposizionq inversa è egualmente vera: Se due 
poligoni tono composti dello stesso numero di triangoli simili , 
e similmente disposti , questi due poligoni saranno simili. 

Poiché la simiglianza de’ triangoli rispettivi darà l'angolo 
ABC=FGH, BCA=CIIF==AGD , FUI; dunque BCD=GHl : 
cosi pure CDE=H1K , ec. Di più si avrà AB : FG : : BC : 
GH : : AC : FH : : CD : HI , ec. ; dunque i due poligoni 
hanno gli angoli eguaK ed i lati proporzionali -, dunque essi 
sono simili. 

, ^ ì „ 

PROPOSIZIONE XXVII. 

TEOREMA. 

I contorni o perimetri de poligoni simili stanno come i 
lati omologhi , e le loro superficie come i quadrali di questi 
medesimi lati. 

Poiché , 1° avendosi, per la natura delle figure simili, 
AB : FG : : BC : GH CD : HI , ec. ( Fig. 129. ) , si 
può conchiudere da questa serie di rapporti eguali : che la 
somma degli antecedenti , AB+BC-f CD , ec. perimetro della 
prima figura , stà alla somma de’ conseguenti FG -f-GII— }- Il I , 
ec. , perimetro della seconda figura , come un antecedente 
stà al suo conseguente , ovvero come il lato AB slà al suo 
omologo FG. 

(:,) Def. 2. — (h) P . 20. — (c) Def. 2. . . 
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2.° Poiché i triangoli ABC*, FGH sono simili , si ha («) 

ABC : FGH : : AG : FU ; similmente i triangoli simili ACD$ 

mmm a —a 

FHl , danno ACD : FHl : : AG : FU ; dunque a motivo del 

a — a 

rapporto comune AG : FH si ha 

ABC : FGH : : ACD : FHl. 

Con un simile ragionamento si troverebbe 

ACD : FHl : t ADE : FlK ; - 

e così di seguito, se vi fosse un maggior numero di triangoli. 
Da questa serie di rapporti eguali si conchiuderà: la somma 
degli antecedenti ABC-f-ACB+ADE, ossia il poligono ABCDE, 
stà alla somma dei conseguenti FGH-j-FHI-f-FlK , ossia il 
poligono FGHIK , come un antecedente ABC sta al suo con- 

— a —a 

seguente FGH, o come AB sta ad FG-, dunque le superficie del 
poligoni sìmili stanno fra loro come i quadrati de’ lati omologhi. 

Corollario. Se si costruiscono tre figure simili i cui lati 
omologhi siano eguali ai tre lati d’ un triangolo rettangolo , 
la figura fatta sul lato maggiore sarà eguale alla somma delle 
altre due: poiché' queste tre figure sono proporzionali a’ qua- 
drali dei loro lati omologhi \ ora il quadrato deifipolenusa è 
eguale alla somma dei quadrali degli altri due lati, dunque ec. 

PROPOSIZIONE XXVIII. 

PBOBLBMA. 

Le parti di due corde AB, CD, ( Fig. 130. ) che si ta- 
gliano dentro d' un cerchio , sono reciprocamente proporzio- 
nali , vale a dire che si ha 

AO : DO ; : CO : OB. ~ 

Si tirino AC e BD : nei triangoli ACO, BOD gli angoli in 
0 sono eguali come opposti al vertice ; l’angolo A è eguale 
all’angolo D, perchè sono iscritti nel medesimo segmento (6); 
per la medesima ragione l’angolo C=B$ dunque questi trian- 
goli sono simili , ed i lati omologhi danno la proporzione 
. AO : DO : : CO : OB- 

Corollario. Sì ricava da ciò AO X 0 B=DO X CO •, dunque 


(a) Pr. 23. — (b) Pi . 18 , 2. 
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PROPOSIZIONE 

T E 0 R E M A. 


XXIX. 


Se da urto stesso punto 0 , ( Ficr. 131 1 nrecn r., nr { 

BC U se cì ? -”/ 0 leSeCa,HlOÌÌ > OC terminate All'arco concavo 
BC, le secanti intere saranno reciprocamente proporzionali alle 
loro pai li esterne , cioè che si avrà OB : OC : : OD : OA 

lWnlTlf ’ Urando . AC .? BD ^ f triangoli OAC, OBD hanno 
1 angolo 0 comune; di piu l’angolo B=C (a); dunque auesli 
triangoli sono simile Mali om^joglii^daano la proporzione, 

«4^cST* ***"»■« - 

Scolio. Si può -osservare che questa proposizione ha molla 
analogia colla precedente , e che ne differisce soliamo perchè le 
due corde AB, CD, in vece di tagliarsi dentro del cerchio 
si tagliano al di fuori. La proposizione seguente può ancora 
essere riguardata come un caso particolare di quesl* ultima. 

, PROPOSIZIONE XXX. 

t e o a e M A. 


Se da uno stesso punto 0 ( Fig. 132. ) presso fuori del 
cerchio si tir* una tangente OA id una secante OC , la tan- 
gente sarà media proporzionale fra la secante e la sua parte 
esterna ; talmente che si avrà OC : OA : : OA : OD; ovvero 

il che torna lo stesso * OA==OCXOD. 

Poiché , «ingiungendo AD ed AC, i triangoli OAD, OAC 
hanno l’angolo 0 comune , di più l’angolo OAD , formato da 
una tangenle e da una corda (ò), ha per misura la metà del- 
1 arco AD, e l’angolo C ha la medesima misura; dunque 
1 angolo OAD=C ; dunque i due triangoli sono simili , e si 
ha la proporzione 

: . OC : OA : : OiV : OD .v t 
che dà ÒAssOCXOD. 

00 Pr. 18 , 2. - (b) P~9 , 2. 
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PROPOSIZIONE XXXI. 

TEOREMA. 

» In un triangolo ABC, ( Fi#?* 133. ) te si divide Van- 
ii golo A in due parti eguali colla retta AD , il rettangolo 
» dei lati AB , AC sarà eguale al rettangolo de’ segmenti BD, 
» DC , più il quadrato della secante AD. 

» Si faccia passare una circonferenza per i tre punti A,B,C, 
a si prolunghi AD lino alla circonferenza, e si congiunga CE. 

v 11 triangolo BAD è simile al triangolo EAC ; poiché , 
» per ipotesi , i’ angolo BAD=EAC •, di più l’ angolo B=E , 
» avendo ambedue per misura la metà dell'arco AC , dunque 
» questi triangoli sono simili , ed i lati omologhi danno la 
» proporzione BA : AE : : AD i AC. Quindi risulta BAX AC 
» =AEXAD *, ma AE=AD-}-DE , e moltiplicando ambe 

» le parli per AD, si ha AEXAD=AD-j-ADXDE *, d’altron- 
» de ADXBE=BDXDC (a), dunque finalmente 

BA X AC=AD+BD X DC. 

PROPOSIZIONE XXXII. 

* 

TEOREMA. 

» In un triangolo ABC , ( Fig. 134. ) il rettangolo dei 
» due lati AB, AC, è eguale al rettangolo compreso dal dia - 
» metro CE del cerchio circoscritto , e dalla perpendicolare AD 
» abbassata sul terzo lato BC. 

» Poiché , congiungendo AE , i triangoli ABD , AF.C , 
» sono rettangoli , l’uno in D, l’altro in A-, di più l’angolo 
» B=sE *, dunque questi triangoli sono simili, e danno la pro- 
ti porzione AB : CE : : AD : AC i dalla quale risulta ABX 

» ac=cexad. 

» Corollario. Se si moltiplicano queste quantità eguali 
» per la medesima quantità BC , si avrà ABXACXBC==CE 
» XADXBC. Ora ADXBC è il doppio della superficie del 
v triangolo (6) 5 dunque il prodotto dei tre lati di un trian • 
» golo è eguale alla superficie moltiplicata pel doppio del dia- 
» metro del cerchio circoscritto. 

(a) P r . 28. - (I.) P r . G. 
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» Il prodotto di tre linee si chiama talora un solido , per 
» una ragione che si. vedrà in seguito. Il suo valore facil- 
» mente si concepisce , immaginando che le linee siano ri- 
» dotte in numeri , e moltiplicando- i numeri di cui si tratta. 

^Scolio. Si può dimostrare ancora che la superficie di 
» un triangolo è eguale al suo perimetro moltiplicato per la 
» metà del raggio del cerchio iscritto. 

» Poiché i triangoli AOB , BOC , AOG , ( Fig. 87. ) che 
» hanno il loro vertice comune in 0 , hanno per altezza co- 
li mune il raggio del cerchio iscritto •, dunque la somma di 
» questi triangoli sarà eguale alla somma delle basi AB, BC, 
» AG , moltiplicala per la metà del raggio OD ; dunque la 
» superficie del triangolo ABC è eguale al suo perimetro mol- 
li tiplicato per la metà del raggio del cerchio iscritto. 

P n 0 P 0 S 1 Z I 0 NE XXXIII. 

T E 0 0 K M A. 

j ; 

In ogni quadrilatero iscritto ABCD , ( Fig. 135. ) 1 / 
D rettangolo delle due diagonali AG , BD , è eguale alla som- 
» ma dei rettangoli de’ lati opoosti ; talmente che si ha . 

AG X BD=A BXGD-f AD X BG. 

« Si prenda l’ arco GO=AD , e si tiri BO che incontri 

» la diagonale AG in I. . , 

» L’ angolo ABD=CBl, poiché I’ uno ha per misura la 
» metà di AD, e l’altro la metà di CO eguale ad AD. L’angolo 
» ADB=BCI, perchè sono iscritti nel medesimo segmento AOB; 
» dunque il triangolo ABD è simile al triangolo IBG, e si ha la 
» proporzione AD : Gl : : BD : BG; donde risulta ADXBG= 
» GIX BD. Dico ora cha il triangolo ABI è simile al triangolo 
» BDC, perchè essendo l’arco AD eguale a CO; se si aggiunge 
» da ambe le parti OD, si avrà l’arco AO=DC; dunque l’aa- 
m golo AB!=DBC ; dì più 1’ angolo BAI=BDC , perchè sono 
» iscritti nel medesimo segmento; dunque i triangoli ABI, DBG 
» sono simili; ed i lati omologhi danno la proporzione AB : 
» BD : : ÀI : GD ; donde risulta ABXCD=AlXBD. 

» Addizionando i due r isolamenti trovali, ed osservando 
» che AIXBD+GIXBD=(AI+C1)XBD=AGXBD, si avrà 
- ADXBC-|-ABXGD=ACX BD. 

» Scolio. Si può dimostrare nella stessa maniera un al- 
» tro teorema sul quadrilatero iscritto. 

» 11 triangolo ABD simile a BIC, dà la proporzione BD : BC:: 
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» AB : BI , donde risulta BIX BC=BDX AB. Se si congiunse 
» CO , il triangolo ICO, simile ad ABI, sarà simile a BDC , 
» e darà la proporzione BD ^CO : : DC : 01 ; donde risulta 01 
» XBD— “COXBC, ovvero, a cagione di COrrAD^lXBDsrADX 
» DC. Aggiungendo i due risultali, e osservando che B1 X BD-J* 
» 01 X BD si riduce a BO X BD , si avrà , 

BOX. BD=ABX BC-f ADXDC. 

» Se si fosse preso BP=AD , e si fosse tirata CKP , si 
» sarebbe dimostrato con dei ragionamenti simili che 
CPXCA=ABX AD+BC XCD. 

» Ma essendo l’arco BP eguale a CO, se si aggiunge BC da 
» ambe le parti- si avrà l’arco CBP=BCO; dunque la corda CP 
» è eguale alla corda BO, e per conseguenza i rettangoli BOX 
» Bl), e CPXCA stanno fra loro come BD slà a CA-, dunque, 
» BD : CA : : AB X BC-f* A D X DC : AD X AB-f-BCXCD. 

» Dunque le due diagonali di un quadrilatero iscritto 
» stanno fra loro come le somme de’ rettangoli de’ lati che 
» concorrono alle loro estremità. 

» Questi due teoremi possono servire per trovare ledia- 
» gonali quando si conoscono Mali. 

PBO POSIZIONE XXXIV. 

T e o ri k ivi À. 

» Sia P un punto dato dentro il cerchio sul raggio AC, 
v> ( Fig. 156. ) e sia preso un punto Q al di fuori sul prolunga- 
ti mento dello stesso raggio , talmente che si abbia CP : CA : : 
» CA : CQ, se da un punto qualunque M della circonferenza 
n si tirino a ’ due punti P e Q le rette MP , MQ , dico che 
ii queste rette staranno da per tutto nel medesimo rapporto , 
» e che si avrà sempre MP : MQ : : AP : AQ. 

» Poiché si ha , per supposizione, CP : CA : : CA : CQ, 
» mettendo -CM in vece di CA , si avrà CP : CM : : CM : 
» CQ , dunque i triangoli CPM , CQM , hanno un angolo 
» eguale C compreso fin lati proporzionali *, quindi essi son 
» simili (a) •, dunque il terzo lato MP sta al terzo MQ come 
» CP slà a CM o CA. Ma la proporzione CP : CA : : CA : CQ dà, 
» dividendo j CP : CA : : CA— CP : CQ— CA, o CP : CA : : 
» AP : AQ , dunque MP : MQ : : AP : AQ. 


(a) Pr. 20 , 5. 
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PROBLEMI RELATIVI AL LIBRO III. 


PROBLEMA. 1. 

Dividere una linea retta data in quante parti eguali si 
voglia , ovvero in parti proporzionali ad altre linee date. 

1. ° Sia proposto di dividere la linea AB ( Fig. 137. ) in 
c'nqin pani eguali -, per l’ estremità A si condurrà T indefi- 
nita AG , e prendendo AC d’ una grandezza qualunque, si 
porterà AC cinque volte sopra AG. Si uniranno l’ultimo pun- 
to di divisione G e l'estremità B colla linea retta GB, poi 
si condurrà CI parallela a GB ; dico che AI sarà la quinta 
parte di AB, e che per conseguenza portando AI cinque volte 
sopra AB, li linea AB sarà divisa in cinque parli eguali. 

Poiché i sicconi! CI è parallela a GB , i lati AG, AG 
son tagliati proporzionalmente in C , ed I (a). Ma AG è la 
quinta parte di AG , dunque Al è la quinta parte di AB. 

2. ° Sia proposto dividere la linea AB (Fig. 138. ) in parti 
proporzionali alle linee retto date P , Q , R. Dall’ estremità 
A si tirerà i’indefìnila AG , si prenderanno ACrrP , C1)=Q , 
DE=R ; si uniranno le estremità E , B , e pei punti C, e D 
si condurranno Cl , I)K parallele ad AB; dico che la linea 
AB sarà divisa in parli AI , 1K , KB proporzionali alle linee 
date P , Q , R. 

Poiché a causa delle parallele Cl , DK, EB, le parti AI, 
IK, KB sono proporzionali alle parti AG, GD, DE (6); e per 
costruzione, queste ultime sono eguali alle linee date P, Q, R. 

- P B O B L E M A. Il_ 

Trovare una quarta proporzionale a tre rette date A , 
B , G ( Fig. 159. ). 

Si tirino le due rette indefinite DE, DF, sotto un ango- 
lo qualunque. Sopra DE si prendano DAc=A , e DB=B , so- 
pra DF prendasi ,DC=C ; si tiri AC, e nel punto B conduca- 
si BX parallela ad AG ; dico che DX sarà la quarta propor- 
zionale cercata ; poiché , siccome BX è parallela ad AG , si 
ha la proporzione DA : DB : : DC : DX -, ora , i tre primi 
termini di questa proporzione sono eguali alle tre linee date ; 
dunque DX è la quarta proporzionale richiesta. 

Corollario. Si troverà similmente una terza proporzionale 

(a) Pr. 15. - (b) Pr. 15. 
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alle due linee dale A, B , poiché essa sarà la stessa che la 
quarta proporzionale alle tre linee A , B , C. 

PROBLEMA. III. 

Trovare una media proporzionale tra due linee date A e B. 

Sopra una retta indefinita DF ( Fig. 140. ) si prendano 
DE=A , ed EF=B : sulla linea totale DF come diametro, de- 
scrivasi la mezza circonferenza DGF -, dal punto E s’ innalzi 
sul diametro la perpendicolare EG, che incontri la circonferenza 
in G-, dico che EG , sarà la media proporzionale cercala. 

In fatti la perpendicolare GE , abbassata da un punto del- 
la circonferenza sul diametro , è media proporzionale fra i due 
segmenti del diametro DE , EF (a) } or questi segmenti sono 
eguali alle linee date A e B. 

PROBLEMA IV. 

' * . . H *’ 

Dividere la retta data AB ( Fig. 141. ) in due parti, di 
maniera che la maggiore sia media proporzionale tra la li- 
nea intera e l'altra parte. 

Dall’ estremità B della linea AB si alzi la perpendicolare 
BC eguale alla metà di AB ; dal punto C come centro , e col 
raggio GB descrivasi una circonferenza ; si tiri AG , che ta- 
glierà la circonferenza in D , e si prenda AF=AD; dico che 
in linea AB sarà divisa dal punto F nella maniera richiesta, 
cioè a dire che si avrà A*B : AF : : AF : FB. 

Poiché essendo AB perpendicolare all’ estremiià del rag- 
gio GB , essa è una tangente , e se si prolunga AG finché in- 
contri di nuovo la circonferenza in E, si avrà ( 6 ) AE : AB : s 
AB , AD, dunque, dividendo , AE — AB : AB 5 : AB — AD : 
AD. Ma poiché il raggio BG è la metà di AB , il diametro 
DE é eguale ad AB , e per conseguenza AE — AB=AD=AF; 
si ha pure , a motivo di AF=AD , AB — AD=FB •, dunque 
AF : AB : : FB : AD , ovvero , AF -, dunque invertendo , 
AB : AF : : AF ; FB. 

Scolio. Questa specie di divisione della retta AE si chia- 
ma divisione in media ed estrema ragione ; se ne vedranno 
degli usi. Si può frattanto osservarè che la secante AE è di- 
visa in mèdia ed estrema ragione del punto D -, poiché a mo- 
tivo di AB=DE , si ha AE : DE : : DE : AD. 

(a) Pr. 23. — (b) Pr. 30. 

Geom. Piana, * 6 
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PROBLEMA V. 

j Per un punto A (Fig. 44 V.) dentro dèli' angolo dato BCD, 
tirare la retta lìD , in maniera che le parli AB , AD , com- 
prese Ira il punto A ed « due lati dell’ angelo , siano eguali. 

Pel punto A si conduca AE parallela a CD ; si prenda EB=s 
CE, per i punii BcdA si liri BAD, che sarà la linea cercata. 

Poiché essendo AE parallela a CD , si ha BE ; EC : : 
BA : AD : ora BE=EC \ dunque BAs=AD. 

PROBLEMA VI. 

Fare un quadrato equivalente ad un parallelogrammo ; 
o ai un triangolo dato. 

1. ° Sia ABCD ( Fig. 145. ) il parallelogrammo dalo , AB 
la sua base , DE la sua altezza : ira AB e DE si trovi la 
media proporzionale XY (a); dico che. il quadralo fatto sopra 
XY sarà equivalente al parallelogrammo ABCD. Poiché si ha, 

per costruzione , AB : XY : : XY : DE -, dunque XY=ABX 

1 

DE : ora ABXDE è la misura del parallelogrammo, ed XY 
quella del quadrato , essi dunque sono equivalenti. 

2. ° Sia ABC (Fig. 144.) il triangolo dato , BC la sua base, 
AD la sua altezza , si trovi la media proporzionale fra AC e 
la melà di AD, e sia XY questa media; dico che il quadra- 
to fatto sopra XY sarà equivalente al triangolo ABC. 

Poiché siccome si ha BC : XY : ! XY : J AD $ ne ri- 

J* 

sulla XY=BCXi AD •, dunque il quadrato fatto sopra XY è 
equivalente al triangolo ABC. 

PROBLEMA VII. 

Fare sulla linea data AD(Fig. 445.) un rettangolo ADEX 
equivalente al rettangolo dato ABFC. 

Si determini la quarta proporzionale alle tre linee AD , 
AB-, AC* e sia AX questa quarta proporzionale, dice che il 
rettangolo fallo sopra AD ed AX sarà equivalente al rettan- 
golo ABFC. 

Poiché siccome si ha AD ; AB : : AC : AX : ne risulta 
ADXAX=ABXAC -, dunque il rettangolo ADEX è equiva- 
lente al rettangolo ABFC. 

(:.) Pr. 3. 
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PROBLEMA Vili. 

Trovare in linee il rapporto del rettangolo delle due linee 
date A. e Bai rettangolo delle due linee date C e D ( Fig, {48. ), 

Sia X una quarta proporzionale alle linee li , C , D ”, di- 
co che il rapporto delle uue linee A ed X sarà eguale a quel- 
lo dei due rettangoli AXB , CXD. 

Poiché siccome si ha B : C : : D t'X, ne risulta CXD= 
BxXv dunque AXB i'CXD : : AXB, BXX : : A : X. 

Corollario - Dunque per avere il rapporto dei quadrali falli 
sopra le linee date A e C , si determini la terza proporzio- 
nale X alle linee A e C, talmente che si abbia A : C : : C : 

X : e si avrà A* : C* : : A : X. 

PROBLRMA Ift 

Trovare in linee il rapporto del prodotto dèlie tre linee date 
A, B , C, (Fig. 149.) al prodotto delle tre linee date P , Q , R. 

Alle tre lince date P , A , B , si trovi la quarta propor- 
zionale X : alle tre linee date C , Q , R , si trovi similmente 
la quarta proporzionale Y. Le due linee X , Y staranno fra 
loro come i prodotti AXBXC, PXQXB. 

Poiché , siccome P : A : : B : X , si ha AXB=PXX”, 
e moltiplicando da ambe le parti per (1, (VXBXCssCXPXX. 
Similmente, siccome G : Q ! ; R : Y , ne risulta QXB= 
CXY-, e moltiplicando da ambe le parti per P, si ha l'X 
QXH=PXCXY : dunque il prodotto AXBXC sta al prodot- 
to. l'XUXB)CoineCXPXX sla.a PX^XY, o come X sta ad Y. 

PROBLEMA X. 

Fare un triangolo equivalente ad un poligono dato. 

Sia ABCDE il poligono dato (Fig. 146.) Si tiri primiera- 
mente ia diagonale CE, che toglie dal poligono il triangolo CDE-, 
pel punto D si conduca DF parallela a CE finché incontri Ali 
prolungala; si tiri CF *, ed il poligono ABCDE sarà equivalen- 
te al poligono ABCF , che ha un lato di meno. 

In fatti i triangoli CDE , CFE , hanno la base comune CE-, 
essi hanno pure la midesima altezza , perchè i loro vertici D, 
F , sono situati sopra una linea DF parallela alla base} dun- 
que questi triangoli sono equivalenti. Aggiungendo da ambe 
le parti la figura ABCE, si avrà da una parte il poligono ABCDE. 
e dall’ altra il poligono ABCF , che sararmo equivalenti. 

Si può parimente togliere 1’ angolo B sostituendo al trian- 
golo ABC il triangolo equivalente ÀGC , e -così H pentagono 
ABCDE sarà cangiato in uq triangolo equivalente CCF. 
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Lo slesso procedere si applicherà ad ogni altra figura : 
poiché diminuendo ad uno per villa il numero dei iati , si 
cadrà finalmente sul triangolo equivalente. 

Scolio. Abbiamo di già veduto che ogni triangolo può es- 
sere cangialo in un quadrato equivalente (a); cosi si troverà 
sempre un quadralo equivalente ad una figura rettilinea data *, 
questo è ciò che si chiama quadrare la figura rettilinea , o 
trovare la quadratura. 

Il problema della quadratura del cerchio consiste nel tro- 
vare un quadrato equivalente ad un cerchio di cui sia dato il 
diametro. 

PROBLEMA XI. 

Fare un quadrato che sia eguale alla somma o alla dif- 
ferenza di due quadrati dati. 

Siano A e 1!( Fig. 147. ) 1 lati dei quadrati dati. 

1. ° Se bisogna trovare un quadrato eguale alla somma 
di questi quadrati, si tirino le due linee rette indefinite ED, 
EF ad angolo retto-, si prenda ED=A ed EG=B ; si congiun- 
ga DG , e DG sarà il lato del quadrato cercato. 

Poiché , essendo il triangolo DEG rettangolo , il quadra- 
to fatto sopra DG è eguale alta somma dei quadrali fatti so- 
pra ED ed EG. 

2. ° Se bisogna trovare un quadrato eguale alla differen- 
za dui quadrati dati , formisi parimente I’ angolo retto FEH, 
prendasi GE uguale al minore dei lati A e B ; dal punto G , 
come centro , e con un raggio GH eguale all’ altro lato , si 
descriva uu’arco che tagli EH in H -, dicoche il quadrato fat- 
to sopra EH sarà eguale alla differenza dei quadrati falli so- 
pra le rette A e B. 

Poiché il. triangolo GEI! è rettangolo , l’ ipotenusa GH= 
A , ed il lato GE=B-, dunque il quadrato fallo sopra EH, ec. 

Scolio. Si può trinare ancora un quadrato eguale alla 
somma di quanti quadrati si vorrà-, poiché la costruzione che 
ne riduce due ad. un solo , ne ridurrà tre a due , e questi 
due ad uno , e così degli altri. Sarebbe lo s'esso se alcuno dei 
quadrali dovesse essere sottratto dalla somma dogli altri. 

PROBLEMA XIII. 

Costruire un quadrato che stia al quadrato dato ABCD , 
( Fig. 150. ) come la linea M sta alla Ima N. 

Sopra la linea indefi dia EG si prenda EF=M -, ed .EG=N $ 
sopra EG y come diametro , si descriva una semi-circonferenza , 

IV. ti. 
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e dal punto F si alzi sul diametro la perpendicolare FH. Dal 
punto H si conducano le corde HG, HE, che si prolungheran- 
no indi finitamente , sulla prima prendesi IIK eguale al lato 
AB del quadralo dato , e pel punto K conducasi Kl parali la 
ad EG ; dico ehe HI sarà il lato del quadrato cercato. 

Poiché , a cagione delle parallele KI , GE , si ha HI : 
’ ■ » _ » 

HK : : HE : HG -, dunque HI : HK : : IIE :IlG:ma,nel 
triangolo rettangolo EHG (a) , il quadrato di HE sta al qua- 
drato di HG, come il segmento EF sta al segmento FG, o co- 

ft • 

me M stà ad N, dunque HI : HK ; : M : N. Ma HK=AB v. 
dunque il quadrato fatto sopra di HI sta al quadrato fatto so- 
pra AB, come M sta ad N. 

PROBLEMA XIII. 

Sul lato FG , (Fig. 129.) omologo ad AB , descrivere un 
poligono simile al poligono dato ABCDE. - 

Nel poligono dato si tirino le diagonali AG, AD : al punto 
F si faccia l’ angolo GFH=B\C , ed al punto G l’angolo FGH= 
ABC ; le linee FH , GII si taglieranno in H, ed FGH sarà un 
triangolo simile ad ABC. Similmente sopra FH , omologo ad 
AG , si costruisca il triangolo FIH simile ad ADC , e sopra 
FI , omologo ad AD, si costruisca il triangolo FIK simile ad 
ADE. Il poligono FGH1K sarà il poligono cercato , cioè simi- 
le ad ABCDE. 

Poiché questi due poligoni son composti d’ un medesimo 
numero di triangoli simili e similmente disposti (6), 

PROBLEMA XIV. 

Essendo date due figure simili , costruire una figura si- 
mile , che sia eguale alla loro somma , o alla lor differenza. 

Siano A e B due lati omologhi delle figure date , si co- 
struisca un quadralo eguftle alla somma o alla diff renza dei 
quadrati falli sopra A e B-, sia X il lato dj questo quadra- 
to , sarà X nella figura cercala il lato omologo ad A , e B 
nelle figure date. Si costituirà in seguito questa figura pel pre- 
cedente problema. 

In fatti le figure simili stanno come i quadrali dei lati 
omologhi , ora il quadrato del lato X è eguale alla somma , 
o alla differenza dei qudrati fatti sui lati omologhi A c B -, 
dunque la figura fatta sul lato X è eguale alla sonata, o al- 
la differenza delle figure simili fatte sui lati A e B. 

fa) Pr. 23. — (b) Pr. 26. 
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PROBLEMA XV. 

Costruir « «no figura simile ad una figura data , $ che • 
stia a questa figura nel rapporto iato di M ad N. 

Sia A un lato della figura dala : X il lato omologo nella 
figura cercata \ bisognerà che il quadralo di X stia al qua- 
drato di A, come M sta ad N (a). Si troverà dunque X pel 
problema xn ; q conoscendo X si terminerà il resto pel pro- 
blema xui. 

PROBLEMA XVI. 

Costruire una figura simile alla figura P, ed equivalen- 
te alla figura Q. ( Fig. 151. ) 

Si trovi il lato M del quadrato equivalente alla figura P, 
ed il Iato N del quadrato equivalerne alla figura Q. Sia quin^ 
di X una quarta proporzionale alle tre linee date M , N , AB; 
sul lato X, omologo ad AB, descrivasi una figura simile alla 
figura P; dico che essa sarà ancora equivalente alla figura Q. 

Poiché, chiamando Y la figura Tutta sul lato X, si avrà: 

a a 

P : Y : : AB : X ma per costruzione , AB : X : : M : N : 

__i 1,1 * * 

ovvero AB : X : : M : N; dunque P : Y : : M : N. Ma si 
ha pure, per costruzione, M’skP ed N»c=Q; dunque P : Y : : 

P :• Q ; dunque Y=sQ', e perciò la figura Y , è simile alla fi- 
gura P , ed equivalente alla fignra Q. 

PROBLEMA xvu. 

Costruire un rettangolo equivalente ad un quadrato dato C, 
(Fig.i52,)e che i due lati adiacenti faociano una somma data AB. 

Sopra AB , come diametro , descrivasi una semi-circonfe- 
renza ; si conduca parallelamente al diametro la retta DE ad 
una distanza AD uguale al lalo del quadrato dato C. Dal pun- 
to E , ove la parallela taglia la circonferenza , si abbassi sul 
diametro la perpendicolare EF ; dico che AF cd FB saranno i 
lati del rettangolo cercato. 

Poiché la loro somma è uguale ad AB; ed il loro rettangolo 
AFXFB è uguale al quadrato di EF(6),.o al quadrato di AD} 
dunque questo rettangolo è equivalente al quadrato dato C. 

Scolio. È d’ uopo , affinché il problema sia possibile, che 
la distanza AD non superi il raggio , vale a dire che il lato 
del quadralo C non superi la metà detta linea AB. 

(a) 27 — (b) 23. 
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PROBLEMA. XVIII. 

Costruire un rettangolo equivalente ad un quadrato C , 
fFig. 153.) ed i cui lati adiacenti abbiano fra di loro la diffe - 
ferenxa data AB. 

Sulla linea retta data AB, come diamelro, descrivasi una 
circonferenza; ali’ estremità del diametro si tiri la tangente 
AD eguale al lato del quadrato C - r pel punto D o pel centro 
O tirisi la secante DF •, dico che DE e DF saranno i lati ad- 
iacenti del rettangolo cercato. 

Poiché 1.® In differenza di questi lati è uguale al diame- 
tro EF ovvero AB; 2.® il rettangolo DEXOF è uguale ad 

AD (a) ; dunque questo rettangolo sarà equivalente al qua- 
drato dato C. 

PBOBLBMA XIX. 

Trovare la comune misura , se ve n*e alcuna , tra la 
diagonale ed il lato del quadralo . ( Fig. 154. ) 

Sia ABCG un quadrato qualunque , AC la sua diagonale. 

Bisogna primieramente portare CB sopra CA quante vol- 
te può,esservi contenuta (6), e perciò sia descritto col centro 
C : e coi raggio CB il semi-cerchio DDE ; si vedo che CB è 
contenuta una volta in AC col resto AD , il risultamcnto della 
prima operazione è dunque il quoziente 1 col resto AB , che 
bisogna paragonare con CB o col suo eguale AB. 

Si può prendere ÀF=AD, e portare realmente AF sopra 
AB ; si troverebbe che vi è contenuta due volte con un re- 
sto: ma siccome questo resto ed i seguenti vanno diminuen- 
do, e che ben presto ci sfuggirebbero per la picciolezza, que- 
sto metodo non sarebbe che un mezzo meccanico imperfetto , 
del quale non si potrebbe nulla conchiudere per decidere se 
le linee AC , CB hanno o non hanno fra loro una misura co- 
mune : ora v’ è un mezzo semplicissimo di evitare le linee 
decrescenti , e di operare soltanto sopra delle linee qhe re- 
stino sempre della medesima grandezza. 

In falli , essendo l’ angolo ABC retto , AB è, una tangen- 
te, ed AE una secante condotta dal medesimo punto ; tal- 
mente che si ha (c) AD : AB : : AB : AE. Cosi nella seconda 
operazione , ove si tratta di paragonare AD con AB , si può 
invece del rapporto di AD ad AB , prendere quello di AB ad 
AE : ora AB o la sua eguale CD , è contenuta due volte in 

(a) Pr. 30.— (b) Pr. 27 , 5. lib. — (o) Pr. 30. 
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AE col resto AD-, dunque il risultato della seconda operazione 
è il quoziente 2 col resto AD che bisogna paragonare ad AB. 

La lem operazione , che consiste in paragonare AD con 
AB, si ridurrà parimente a paragonare AB, o la sua uguale CD 
con AE-, e si avrà del pari 2 per quoziente , ed AD per resto. 

Si fa manifesto da ciò dìe l’operazione non avrà mai fine, 
e che non vi è alcuna comune misura fra la diagonale ed il 
lato del quadrato ; verità eh’ era stata conosciuta per mezzo 
dell’ aritmetica ( giacché queste due linee stanno fra loro co- 
me : V 2 : 1 ) (a), ma che acquista un maggior grado di chia- 
rezza mediante la risoluzione geometrica. 

Scolio. Non è dunque possibile trovare in numeri il rap- 
porte esatto della diagonale al lato del quadrato ; ma possia- 
mo approssimarvici tanto quando si vorrà col mezzo della fra- 
zione continua che è eguale a questo rapporto. La prima 
operazione ha dato per quoziente 1 -, la seconda e tutte le 
altre all' infinito danno 2 , onde la frazione , di cni si trat- 
ta è 4+1 

2+1 

2+l_ 

2+1 

2+7 

2+ec. all’infinito. 

Per esempio , se si calcoli questa frazione fino al quarto 
termine inclusivcmente, si trova che il suo valore è 4 i? o il-, 
talmente che il rapporto prossimo della diagonale al lato del 
quadrato è : : 41 : 29. Si troverebbe un raporto più appros- 
simativo calcolando un maggior numero di termini. 

LIB 11 6 IV. 

I POLIGONI REGOLARI E LA MISURA DEL CERCHIO. 

DEFINIZIONE. 

Un poligono che è nel tempo stesso equiangolo ed equila- 
tero , si chiama poligono regolare. 

Vi sono de’ poligoni regolari di qualunque numero di la- 
ti. Il triangolo equilatero è quello di tre Iati -, ed il quadralo 
quello di quattro. 

(a) Pr. 14. 
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PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 

Due poligoni regolari d’ un medesimo numero di lati so- 
no due figure simili. . ■. > _ 

Siano per esempio i due esagoni regolari ARCDEF, (Fin. 
155.) abcdef\ la somma degli angoli è la siessa dell’ una , e 
nell’ altra figura ; essa è uguale ad otto rolli (a), L’ angolo 
A è la sesia parte di questa somma, egualmente clic 1’ augo- 
lo a ; dunque i due angoli A ed a sono eguali \ ed é losles? 
so per conseguenza degli angoli B, e b , degli angoli C e c ec. 

Di più , poiché per natura di questi poligoni i lati AB , 
DC, CD, oc. sono eguali, come pure ab , bc, cd , ec. è chiaro 
che si hanno le proporzioni AB : ab : : BC : bc : : CD : 
cd , ec. dunque queste figure , hanno gli angoli eguali ed i 
lati omologhi proporzionaii -, esse dunque sono simili (/>). 

Corollario. I perimetri di due poligoni regolari di un 
medesimo numero di Iati stanno fra loro come i lati omolo- 
ghi , e le loro superficie stanno come i quadrati di questi me- 
desimi lati (c). 

Sco/io. L’angolo d’ un poligone regolare si determina 
per mezzo del numero dei suoi lati , come quello di un poli- 
gono equiangolo (d). 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA. 

Ad ogni poligono regolare si può sempre iscrivere e circo- 
scrivere un cerchio. 

Sia ABCDE, ec. (Fig. 156.) il poligono di cui si fratta , 
si supponga che per i tre punti A, B, C, si faccia passare una 
circonferenza •, sia 0 il sua cenlro , ed OP la perpendicolare 
abbassata sulla mela del lato BC -, si tirino AO ed OD. 

Il quadrilatero OPCD, ed il quadrilatero OPRA posson es- 
sere soprapposti : infatti il lato OP è comune , 1’ angolo OPC 
=zOPB , poiché sono retti , dunque il lato PC si applicherà 
sul suo eguale PB, ed il punto C cadrà in B. Di più , per 
la natura del poligono , l’ angolo PCD=PBA ; dunque CD 
prenderà la direzione BA , e poiché CD=BA , il punto D ca- 
drà in A , e i due quadrilateri coincideranno interamente l'u- 
no coll’altro. La distanza OD è dunque uguale ad AO, e per 

(a) 28. i. — (b) Def. 2. lib. 3.-(c) 27, 3.— (d) 20, «• 
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conseguenza la ctrconferenza che passa per i tre purfli A, B, 

C , passerà anche pel punto D : nia con un ragionamento si- 
mile , si dimostrerà che la circonferenza che passa per ire 
vertici B, C, D, passerà ancora pel vertice seguente E, e cosi 
di seguito; dunque la medesima circonferenza che passa per i 
punti A, B, C, passa per tulli i vertici degl» angoli del poli- 
gono, ed il poligono resterà iscritto in questa circonferenza. 

In secondo luogo , per rapporto a questa circonferenza, 
tulli i lati AB , BC , CD , ec. , sono corde, eguali, esse sono 
dunque egualmente distinti dal centro fa') ; dunque se dai 
putito 0 , come centro , e col raggio OP, si descriva una cir- 
conferenza, questa circonferenza toccherà il lato BC e lutti 
gli altri lati del poligono , ciascuno nel loro punto di mezzo, 
e la circonferenza sarà iscritta nel poligono , o il poligono 
circoscritto alla circonferenza. 

Scolio I. Il punto 0, centro comune del cerchio Iscritto 
e del cerehio circosrritto può essere riguardato pure come il 
contro del poligono , e per questa ragione si chiama angolo 
al centro , l’angolo AOB formato dai duo raggi tirati alle 
estremità d’ un medesimo Iato AB. 

Poiché tulle le corde AB, BC, ec., sono eguali, è chia- 
ro che tulli gli angoli al centro sono eguali , e che perciò il 
il valor di ciascuno si trova dividendo quattro angoli rolli 
pel numero dei lati del poligono. 

Scolio 11. Per iscrivere un poligono regolare di un cer- 
io numero di iati in una circonferenza data , si tratta soltan- 
to di dividere la circonferenza in tante parti uguali quanti la- 
ti deve avere il poligono ; poiché essendo uguali gli archi , 
le corde AB , BC , CD , ec. < Fig. 158. ) saranno eguali -, i 
triangoli AOB , BOD , COD , ec. , saranno pure eguali -, per- 
chè seno equilateri fra di loro -, dunque tulli gli angoli ABC , 
BCD, CDE , saranno pure eguali ; dunque la figura ABCDE , 
cc. , sarà un poligono regolare. 

PROPOSIZIONE III. 

PBOBIiEMA 

Iscrivere un quadrato in una circonferenza data . 

Si tirino due diametri AC, BD, ( Fig. 157. ) che si ta- 
glino ad angoli retti -, si congiungano le estremità A, B, C, 
D : e la figura A BCD sarà il quadrato iscritto : poiché gli an- 
goli AOB , BOC , cc. , essendo eguali le corde AB , AC , ec. 
sono uguali. 

(a) 8, 2. 
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Scolio. Essendo il triangolo BOG rettangolo od isòscele , 
si lia (a) BC : BO : : y 3 : dunque»/ lato dd quadrato iscrit- 

to std al raggio , come la radice quadrata di 2 stà all' unità. 

PROPOSIZIONE 1Y. 

PROBLEMA 

Iscrivere un esagono regolare ed un triangolo equilatero 
in una circonferenza data. 

Supponiamo risoluto il problema , e sia AB (Fig. 158. ) 
un lato dell’ esagono iscritto, si conducano i raggi AO , OB, 
dico che il triangolo AOB saia equilatero. 

Poiché I’ angolo AOB è la sesta parte di quattro angoli 
retti- perciò, prendendo l’angolo retto per unità, si avrà AOB= 
f=T » 1 due altri angoli ABO, BAO del medesimo triangolo 
valgono insieme 2 — 5 , ovvero | ; e siccome sono uguali, sarà 
ciascuno di e$si=y } dunque il triangolo ABO è equilatero ; 
dunque il lato dell’esagono iscritto è uguale al raggio. 

Quindi risulta che per iscrivere un esagono regolare in 
una circonferenza data , fa di mestieri portare il raggio sei 
volte sulla circonferenza, con che si ritornerà sul punto stesso 
dal quale si era partilo. 

Essendo iscritto 1’ esagono ABCDEF •, se si uniscano i ver- 
tici degli angoli alternativamente con linee rette , si formerà 
il triangolo equilatero ACE. 

Scolio. La figura ABCO è un parallelogrammo , ed an- 
ello una losanga , poiché AB=BC=CO=AO -, duuque (à) la 

i* 

somma dei quadrali delle diagonali AC-f^BO, è uguale alla 
somma de’ quadrati de’ lati , la quale è 4AB o 4BO ; toglien- 

»— z* — -* <3 

ghendo da ambe le parti BO , resterà AC= 3BO, dunque AG : 

BO : : 3 : 1 , ovvero AC : BO : : y3 : 1*, dunque »/ lato 
del triangolo equilatero iscritto std al raggio, come la radice 
quadrata di 3 stà all’ unità. 

PBOPOSIZ IONE V. 

PROBLEMA 

Iscrivere in un cerchio dato un decagono regolare, quindi 
un pentagono ed un pentadecagono. 

Si divida il raggio AO ( Fig. 159. ) in media cd e$lru- 

(a) FI, 3.— (b) 11 , 
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ma ragione del punto M (a) , si prenda la corda AB eguale 
al segmento maggiore OM -, ed AB sarà il lato del decagono 
regolare , che bisognerà portar dieci volte sulla circonferenza. 

l’oiihè tirando MB, si ha per costruzione , AO : OM : : 
OM : AM -, ovvero a motivo di AB=OM , AO : AB : : AB -, 
AM ; dunque i triangoli ABO , AMB, hanno un angolo co- 
mune A compreso fra lati proporzionali •, dunque sono simi- 
li (/>). Il triangolo OAB è isoscele, dunque il triangolo AMB 

10 è pure, e si ha AB=BM;.ma AB=OM -, dunque anche 
BM=OM ; quindi il triangolo BMO è isoscele. 

L angolo AMB , esterno per rapporto al triangolo isosce- 
le BMO, è doppio dell’interno O(c); ora l’angolo AMB=MAB -, 
dunque il triangolo OAB è tale che ciascuno degli angoli alla 
base OAB, ed OBA è doppio dell’angolo al vertice 0, dunque 
i tre angoli del triangolo equivalgono a cinque volte l’angolo 0, 
e quindi l’ angolo 0 è la quinta parte di due angoli retti, o la 
decima di quattro , dunque 1’ arco AB è la decima parte della, 
circonferenza , e la corda AB è il lato del decagono regolare. 

Corollario 1. Se si uniscono a due a due'i vertici degl» 
angoli del decagono regolare , si formerà il pentagono rego- 
lare ACEG1. 

Corali. II. Essendo sempre AB il lato del degagono, sia 
AL il lato dell’esagono-, allora l’arco BL sarà per rapporto 
alla circonferenza , | — 2, , ovvero | T , dunque la corda BL 
sarà il Iato del pentadecagono , o poligono regolare di 15 lati. 
Si vede nel tempo stesso che l’arco CL è- la terza parte di GB. 

Scolio. Essendo iscritto un poligono regolare , se si di- 
vidano gli archi sottesi dai suoi lati in due parti eguali , e 
si tirino le cot-dc dei semi-archi , queste formeranno un nuo- 
vo poligono regolare d’ un doppio numero di lati : quindi si 
vede che il quadrato può servire ad iscrivere successivamen- 
te i poligoni regolari di 8. 16 , 32 , cc. lati. Del pari l’ esa- 
gono servirà ad iscrivere i poligoni regolari di 12 , 24, 48, 
ec. lati; il decagono dei poligoni di 20 , 40 , 80 , ec. , lati ; 

11 pentadecagono dei poligoni di 30, 60, 120 , ec. lati (2). 

fa) Prob. 4. lib. 4. — (b) 20 , 3. — (c) 19 , (1), 

(1) Si è per molto tempo creduto che questi poligoni fos- 
sero i soli , che pelessero essere iscritti per mezzo della geo- 
metria dementa e, o pure , ciò che è lo stesso , per mezzo del- 
la risoluzione delle equazioni di primo e di secondo grado f 
ma il Sig. Gauss ha dimostrato in un’ opera intitolata Dis- 
quisitiones Aritmolicae.' Lipsiae , 1801 , che si può iscrivere 
con simili mezzi il poligono regolare di diciassette lati , ccl in 
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PROBLEMA 

Essendo dato il poligono regolare iscritto ARCO, ec., (Fig. 
160.) circoscrivere alla stessa circonferenza un poligono simile. 

Dal punto T, medio dell’arco AB, si tiri la tangente GH, 
che sarà parallela ad AB (a) , si faccia la si essa cosa alla 
metà di ciascuno degli altri ai chi BC , CD, ec. -, queste tan- 
genti formeranno colle loro intersezioni il poligono regolare 
circoscritto GI1IK ec. simile al poligono iscrilto. 

È facile di vedere primieramente che i tre punti 0 , B , 
H sono in linea .retta , perchè i triangoli rettangoli OTH , 
OHN hanno l' ipotenusa comune OH, ed il lato OT = ON } 
dunque sono uguali (b)-, quindi l’angolo T0H = I10N, è per 
consegueuza la linea OH passa pel punto B medio dell’arco 
TN : per la medesima ragione il punto I è sul prolungamento 
di OC , ec. Ma , poiché GH è parallela ad AB , ed HI a BC, 
l’angolo GIU = ABC (c) -, parimente IIIK = BCD , ec, ; dun- 
que gli angoli del poligono circoscritto sono eguali a quello 
del poligono iscrilto. Di più a cagione di queste medesime 
parallele , si ha GII : AB : : OH : OB, ed HI : BC : : OH : 
OB -, dunque GH : AB : : HI : BG. Ma AB = BC , dunque 
GH = Hi. Per la stessa ragione III = IK , ec. -, dunque i 
lati del poligono circoscritto sono eguali fra loro : dunque 
questo poligono è regolare , e simile al poligono iscritto. 

Corollario I. Reciprocamente , se fosse dato il poligono 
circoscritto GH1K , ec. . e che bisognasse costruire per mezzo 
suo il poligono iscritto ABC, oc. basterebbe condurre dai ver- 
tici G , H , ec. , di i poligono dato in linee OG , OH , ec. , 
che incontrerebbero la ciroohferenza ne’ punti A , B , C ec.- 
si unirebbero in seguilo questi punti colle corde AB ,’ BG ’ 
ec. , che formerebbero il poligono iscrilto. Si potrebbero pu- 
re nel medesimo caso , unire più semplicemente i punti di 
contatto T , N , P , ec, colle corde TN , NP , ec. ; il che for- 
merebbe siinilmei le il poligono iscritto simile al circoscritto. 

Corollario li. Dunque si possono circoscrivere ad un 
cerchio dato tulli i poligoni regolari che si sanno iscrivere 
in questo cerchio , e viceversa. 

generali quello 2« + 1 lati , purché 2 n -f 1 sia un nume- 
ro primo. 

(a) 10, 2. — (b) 18 , 1. — («•) 26 , 1. 
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PROPOSIZIONE VII. 

> 

TEOREMA. 

V aia d' un poligono regolare é uguale al suo perimetro 
moltiplicato per la metà del raggio del cerchio iscritto (Fi". 160). 

Sia per esempio il poligono regolare GHIK , ec. -, il trian- 
goli) GOH lia per misura GII X ! OT; il triangolo OHI ha 
per misura III X -J ON •, ma ON=OT ; dunque i due trinu- 
goli riuniti hauuo per misura ( GII -f- HI ) X * OT. Conti- 
nuando cosi per gli altri triangoli sì vedrà che la somma di 
tulli i triangoli, o il poligono intero, ha per misura la som- 
ma delle basidi , HI , 1K. , ec. , o il perimetro del poligono, 
moltiplicalo per | OT , metà del raggio del cerchio iscritto. 

Scolio. Il raggio del cerchio iscritto OT non è altra co. 
sa che la perpendicolare abbassata dal centro sopra uno dei 
lati del poligono, la quale perpendicolare si chiama talora 
V apotema del poligono. 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA. 

1 perimetri de' poligoni regolari d’ un medesimo numero 
di lati sono come i raggi de' cerchi circoscritti , ed anche co- 
me i raggi de’ cerchi iscritti ; le loro superficie sono come t 
quadrali di questi medesimi raggi. 

Sia AB ( Fig. 161. ) un lato di uno de’ poligoni di cui 

si traila , 0 il suo centro , e per conseguenza OA il raggio 

del cerchio circoscrilto , ed OD , perpendicolare sopra AB, il 
raggio del cerchio iscritto : sia parimente ab il lalo di un 
altro poligono simile , o il suo centro , oa ed od 1 raggi dei 
cerchi circoscritto ed iscritto, 1 perimetri de’ due poligoni 
stanno fra loro come i lati AB ed ab; ma gli angoli A ed a 
sono nguali essendo ciascuno la metà dell'angolo del poligono, 
ed uguali sono ancora gli angoli Bei; dunque i triangoli 
ABO , abo sono simili : come pure i triangoli rettangoli ADO, 

ado ; dunque AB : ab : : AO : ao : : DO : io\ dunque i pe- 

metri dei poligoni regolari del medesimo numero di luti stan- 
no fra loro come i raggi AO , ao de’ cerchi circoscriti , ed 
anche come i raggi DO, do dei cerchi iscritti. 

Le aie di questi medesimi poligoni stanno fra loro co- 
me i quadrali dei lati omologhi AB , ab , esse stanno in con- 
seguenza anche come i quadrali de’raggi de’ cerchi circoscritti 
AO, ao, o conte i quadrali dei raggi de’cerchi iscritti OD, od 
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TEOREMA. 

Ogni linea curva o poligona che circonda da un’estre- 
mità all' altra la linea convessa AMB(Fig. 162. ) è maggio- 
re della linea circondata AMR. 

Abbiamo già detlo che per linea convessa intendiamo una 
linea curva o poligona , o in parte curva ed in parie poligo- 
na , tale che una linea retta non possa tagliarla in più dì due 
punti. Se la linea AMB avesse delle parti rientrati o delle se- 
nuosità , cesserebbe d’ esser convessa, perchè è facil vedere 
che una linea retta potrebbe tagliarla in più di due punti. 
Oli ar. hi di cerchio sono essenzialmente convessi; ma la pro- 
posizione di cui ora trattasi si estende ad una linea qualun- 
que che soddisfaccia alla condizioue richiesta. 

Posto ciò, se la linea AMB non è minore di tutte quelle, 
che la circondano , esisterà fra quest’ultime una linea più Cor- 
ta di tutte le altre , la quale sarà minore di AMB , o tutto 
al più uguale ad AMB. Sia ACDEB questa linea circondante; 
fra le due linee conducasi , ove più aggrada , la retta PQ , 
che non incontri la linea AMB : o che al più non faccia thè- 
toccarla ; la retta PQ è minore di PCDEQ ; dnnque , se alla 
parte PCDEQ si sostituisce la linea retta PQ, si avrà la linea 
circondante APQB minore' di APDQB. Ma , per supposizione, 
questa doveva esser la più corta di tutte: dunque questa sup- 
posizione non può sussistere ; dunque tutte le linee circondan- 
ti sono più lunghe di AMB. 

Scolio . Si dimostrerà assolutamente nella stessa maniera 
che una lima convessa , e rientrante in se stessa AMB ( Fig. 
165. ) è più corta d’ ogni linea che la circonderebbe da ogni 
parte , sia che la circondante FHG tocca AMB in uno o più 
punti , sia che la circonda senza toccarla. 

PROPOSIZIONE X. 

LEMMA. 

Essendo date dus circonferenze concentriche , si può sem- 
pre iscrivere nella maggiore un poligono regolare i cui lati 
non incontrino la minore , e si pud ancora circoscrivere alla 
minore un voligono regolare i cui lati non incontrino la mag- 
giore-^ di tal maniera che in ambedue i casi i lati del poligo- 
no descritto saranno compresi fra le due circonferenze. * 

Siano CA , CB ( Fig. 164. ) i raggi delle due circonfe- 
renze date. Pel punto A conducasi la, tangente DE terminata 
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alla circonferenza maggiore in 1) ed E: iscrivasi nella circon- 
ferenza maggiore uno dei poligoni regolari che si possono 
iscrivere per i problemi prec demi ; si dividano quindi gli 
archi sollesi dai tali in du • parli uguali , e si conducano le 
corde dei semi archi} si avrà un poligono regolare d’un doppio 
nume ro di lati. Si continua la bisezione degli archi finché si ar- 
riva ad un arco minore di DDE. Sia MBN quest’arco ( il cui 
punto di mezzo è supposto in B ); è chiaro che la corda MN 
sarà pii* lontana del centro di quanto lo è DE, e che perciò 
il poligono regolare , di cui MN è lato , no i può incontrare 
la circonferenza , di cui CA è il raggio. 

Posto le medesime cose , si tirino CM e CN che incou- 
trano'la tangente DE in P c Q; sarà PQ il lato d’ un poli- 
gono circoscritto alla circonferenza minore , simile al poligo- 
no iscritto nella maggiore, il cui Iato è MN. Ora è manifesto 
che il poligono circoscritto che h i p’r lato PQ, non può in- 
contrare la circonferenza maggiore, poiché CP è minore di CM. 

Dunque , mediante la medesima costruzione , si può de- 
scrivere un poligono regolare iscritto netta circonferenza mag- 
giore , ed un polieono simile circoscritto alla minore, i quali 
avranno i loro lati compresi fra le due circonferenze. 

Scolio. Se si hanno due settori concentrici FCG, ICH, si 
potrà similmente iscrivere nel maggiore una porzione di poli- 
gono regolare , o circoscrivere al minore una porzione di po- 
ligono simile , talmente che i contorni de’ due poligoni siano 
compsesi fra le due circonferenze : basterà dividere 1’ arco 
FBG successivamente in 2, 4, 8, 16, ec. parli eguali, fin- 
ché si arrivi ad una parte minore di DBE. 

Chiamiamo qui porzione di poligono regolare la figura 
terminata da una serie di corde eguali iscritte nell’arco FG 
da una estremità all’altra. Questa porzione ha le, proprietà 
principali de* poligoni regolari -, essa ha gli angoli eguali e 
i lati eguali, ed è ad un tempo stesso serillibile e circoscrit- 
libilc a? cercio frattanto ella pon farebbe parte di un po- 
ligono regolare propriamente delio, se l’arco sotteso da un dei 
suoi lati non fosse una parte aliquota della cisconferenza. 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA. 

Le circonferenze de’ cerchi sono tra loro come i raggi , 
e le loro superficie come i quadrati de’ medesimi raggi. 

Per abbreviare , indichiamo con cir. CA (Fig. 105. ) la 
circonferenza che ha per raggio CA} dico che si avrà cir. CA : 
c'ire. OB : : CA : OB. 
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poiché , se questa proporzione non ha luogo, C\ starà 
ad OH coinè c\rc. CA sia ad un quarto termine maggiore o 
minore di circ. OB : supponiamo che sia minore, e sia , &’ è 
possibile , CA : OB : , circ. CA : circ. OD. 

Iscrivasi nella circonferenza di cui OB è il raggio un po- 
ligono regolare EFGKLE , i cui lati non incontrino la circon- 
ferenza della quale OD è il raggio (a) ; iscrivasi un poligono 
simile MNPTSM nella circonferenza di cui CA è il raggio. 

Posto ciò , poiché questi poligoni sono simili , i loro pe- 
rimetri MNPSM , EFGKE sono fra loro come i raggi CA, OB, 
de’ cerchi circoscritti (6) , e si avrà MNPSM : EFGKE : : 
CA •, OB ; ma per ipotesi , CA : OB : : circ. CA : circ. 
OD •, dunque MNPSM : EFGKF : : circ. CA ; circ. OD. Or 
questa proporzione è impossibile , perchè il contorno MNPSM 
è minore di circ. CA (c) , ed al contrario EFGKE è maggio- 
re di circ. OD -, dunqne è impossibile che CA stia ad OH co- 
me circ. CA stà ad una circonferenza minore di circ. OB , 

* ovvero , in termini più generali , è impossibile che un raggio 
stia ad un raggio come la circonferenza descritta cil primo 
raggio sta ad una circonferenza minore di quella descritta col 
secondo raggio. 

Da ciò si conchiude che non si può avere neppure che CA 
stia ad OB còme circ. CA stà ad una circonferenza maggiore 
di circ OB -, poiché se ciò fosse , rovesciando i rapporti, OB 
stà a CA come una circonferenza maggiore di circ. OB sta 
a circ. CA , o , il che è lo stesso , come eirc. OB ad una 
circonferenza minore di circ. CA-, dunque un raggio starebbe 
ad un raggio come la circonferenza descritta col primo rag- 
gio stà ad una circonferenza minore di quella descritta col se. 
condo raggio , il che è stato dimostrato impossibile. 

Or poiché il quarto termine della proporzione CA : OB : : 
circ. CA : X non può essere nè maggiore nè minore di circ. 
OB , bisogna che sia eguale a circ. OB ; dunque le circonfe- 
renze de’ cerchi stanno fra loro come i raggi. 

Un ragionamento ed una costruzione interamente simile 
servirà a dimostrare che le superficie de’ cerchi stanno come 
i quadrali de’ loro raggi. 

Non entreremo in altri particolari su questa proposizione 
che d’ altronde è un corollario della seguente. 

Corollario. Gli archi simili AB, DE, ( Fig. Idi. ) stanno 
come i raggi AC , DO , ed i settori simili ACB , DOE stanno 
come i quadrali di questi medesimi raggi. 

(a) Pr. IO — (b) Pr. 8 , — (<•) Pr. 9. 

Gnorri. Piana. 7 
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In falli, poiché gli archi sono simili, l’angolo C è ugna* 
le all’angolo 0 (a) ; ora l’angolo C stà a quattro angoli retti 
come F arco AB slà alla circonferenza intera descritta col rag* 
gio AC Q >) , e l’angolo Osià a qua uro? angoli retti comel’ar- 
«■o DE slà alla circonferenza descritta col raggio OD’, dunque 
gli archi AB , DE , stanno fra loro come la circonferenza di 
cui fanno parte; queste circonferenze stanno come ì raggi 
AC , DO , dunque are. AB : are. DE : ; AC : DO. 

Per la medesima ragione i settori ACB , DOE , stanno 
come i cerchi interi , questi stanno come i quadrati de’raggi: 

. 9 ' . ■ 

dunque teli. ACB : «eli. ODE : : AC • DO. 

PROPOSIZIONE XII. 

T B O B E M A. 

L' aia del cerchio è uguale al prodotto della suo circon- 
ferenza moltiplicata per la metà del raggio. 

Indichiamo con sup. CA ( Fig. 167. ) la superficie del 
cerchio il cui raggio è CA,’ dico che si avrà sup. CA=|CA X 
tire. CA. 

Poiché se % CA X «V. CA non è l’aia del cerchio il cui 
raggio è CA , questa quantità sarà la misura d’ un cerchio 
maggiore o minore. Supponiamo primieramente che desso sia 
la misura d’ un cerchio maggiore , e sia s’ è possibile, } CA X 
circ. CA==swp. GB. 

Al cerchio il cui raggio è CA si circoscriva un poligono 
regolare DBFG cc. , i cui lati non incontrino la circonferen- 
za che ha per raggio CB (c); la superficie di questo poligono 
sarà uguale al suo contorno DE -f- EF *4* GH -f- , ee. mol- 
tiplicalo per | AC (d) ; ma il contorno del poligono è mag- 
giore della circonferenza iscritta , poiché la circonda da tutte 
le parli •, dunque la superficie del poligono DEFG ec. è mag- 
giore di | AC X circ . AC , < he per ipotesi è la misura del 
cerchio di cui CB è il raggio ; dunque il poligono sarebbe 
maggiore del cerchio B. Ora al contrario è minore, poiché vi 
è contenuto ; dunque è impossibile che 1 CA X ciré. CA sia 
maggiore di sup. CA, ovvero in altri termini è impossibile che 
la circonferenza d’ un cerchio moltiplicata per la metà del suo 
raggio sia la misura d’un cerchio maggiore. 

Dico in secondo luogo che il medesimo prodotto non può 
essere la misura d’ un cerchio minore ; e, per non cambiar 

in) Def. 3 lib. 3.— (b) Pr. 17, 2.-(c) Pr. iO.-(d) Pr. 7. 
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figura , supponiamo che si tratti del cerchio il cui raggio è 
CB •, bisogna dunque provare che 5 CB X ciré. CB non pub 
essere la misura d’ un cerchio minore , per esempio , del cer- 
chio il cui raggio è CA. Infatti sia , se è possibile, | CB X 
tire. CB—sup. CA. 

Avendo fallo la stessa costruzione di sopra , la superfìcio 
del poligono DEFG ec. avrà per misura ( DE-j-EF-f-FG-J-ec. ) 
X |CA; ma il contorno DE-j-EF-f-FG-f-ec. è minore di tire. CB, 
che lo circonda da tutte le parti : dunque l’ aia del poligono 
è minore di | CA X tire. CB, e con più ragione, minore di 
4 CB X eir. CB. Quest’ ultima quantità è per ipotesi la misura 
del cerchio di cui CA è il raggio; dunque il poligono sarebbe 
minore del cerchio iscritto, ciò che è assurdo •, dunque è im- 
possibile che la circonferenza di un cerchio moltiplicata per 
la metà del suo raggio sia la misura d’ un cerchio minore. 

Dunque finalmente la circonferenza d’ un cerchio molti- 
plicala per la metà del suo raggio è la misura dell'aia di que- 
sto medesimo cerchio. 

Corollario I. La superfìcie d’ un settore è uguale alP ar- 
co di questo settore moltiplicato per la metà del raggio. 

Poiché il settore AGB ( Fig. 168. ) stà al cerchio intero 
come P arco AMB stà alla circonferenza intera ABD («), o co- 
me AMB X i AG sta ad ABD X \ AC. Ma il cerchio intero= 
ABDXì AG; dunque il settore AGB ha per misura AMBX1 AC. 

II. Chiamiamo « la circonferenza il cui diametro è l’uni- 
tà ; poiché le circonferenze stanno come i raggi , o come i 
diametri , si potrà far questa proporzione : il diametro 1 stà 
alla sua circonferenza * come il diametro 2CA ( Fig. 165. ) 
stà alla circonferenza che ha per raggio CA , talmente che si 
avrà 1 ; « : : 2CA : tire. CA=t« X CA. Moltiplicando da 

ambe le parli per \ CA, si avrà | CA X tire. CA= *XCA , o 

a 

sup. CA=«CA ; dunque la superficie Sun cerchio è uguale al 
prodotto del quadrato del suo raggio moltiplicato pel numero 
costante * , che rappresenta la circonferenza il cui diametro 
è 1 , ossia il rapporto della circonferenza al diametro, 

Parimente la supa-ficie del cerchio che ha per raggio OB, 

a a a a 

sarà eguale a * X OB : ora « x Oa : « X °B : : CA ;OB 
dunque le superficie dei cerchi stanno fra loro come i guadati 
dei loro raggi ; il che s’accorda col procedente teoremi, 

(a) Pr. 17,2, * 
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Scolio. Abbiamo già delio che il problema della quadra- 
tura del cerchio consiste nel trovare un quadralo eguale in 
superficie ad un ceFchio , il cui raggio è cognito ; ma si è ora 
provalo che il cerchio è equivalente al rettangolo fatto sulla 
circonferenza e la metà del raggio , e questo rettangolo si 
cangia in un quadrato prendendo una media proporzionale fra 
le due dimensioni (a) : quindi è che il problema della qua- 
dratura del cerchio si riduce a trovar la circonferenza quando 
si conosce il raggio •, e per questo basta conoscere il rapporto 
della circonferenza al raggio, o al diametro. 

Finora non si è potuto determinare questo rapporto se 
non che in una maniera approssimativa , ma l’ approssimazio- 
ne è stata portala sì lungi , che la cognizione del rapporto 
esatto non avrebbe alcun vantaggio reale al di sopra di quella 
del rapporto approssimativo. Perciò questa ricerca che ha mol- 
to occupato i geometri allorché i melodi di approssimazione 
erano men conosciuti , è ora riposta tra le ricerche oziose di 
cui non è permesso occuparsi se non a coloro che hanuo ap- 
pena le prime nozioni della geometria. 

Archimede ha provalo che il rapporto della circonferenza 
al diametro è compreso fra 3 e 3 i S j laonde 3 ^ , ovve- 
ro è un valore già mollo prossimo al numero che abbiamo 
rappresentato con « , e questa prima approssimazione è molto 
in uso a ragione della sua semplicità Mezio ha trovalo pel rnede- 
simo.-pumero ilpvalore molto più approssimato Finalmente 
il valore sviluppato fino ed un certo ordine di decimali , 
è stalo trotto da altri calcolatori , 3, 1415926535897952 , ec. , 
e si a%ùfa la pazienza di continuare questi decimali finò, 
alla centoventisettesima , e parimente sino alla centoquarante* 
sima. È chiaro che una tale approssimazione quasi equivale 
ajla verità, e che non si conoscono meglio le radici delle po- 
tenze imperfette. 

Si smagheranno nei problemi seguenti , due dei metodi eie- 
iò^l^j i più semplici per ottenere queste approssimazioni.. 

^PROPOSIZIONE XIII. 

T E 0 H E M A. 

. : 3 Estendo date le superficie d’ un poligono regolare iscritto e 
d’ «pt poligono simile circoscritto , trovare le superficie dei po- 
ligoni regolari iscritto e circoscritto d'un doppio numero di lati. 

Sia AB, (Fig. 169) il lato del poligono dato iscritto, EF 

(a) Pr. 6 , Hb. 3- 
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parallelo ad AB , quello del poligono simile circoscritto , C il 
centro del cerchio : se si tirino la corda AM, e le tangenti AP, 
BQ, la corda AM sarà il Iato del poligono iscritto d’ un dop- 
pio numero di lati, e PQ doppio di PM, sarà quello del poli- 
gono simile circoscritto (a). Posto ciò , siccome la medesima 
costruzione ha luogo nei dilterenli angoli eguali ad ACM, basta 
considerare solo 1’ angolo ACM-, ed i triangoli che vi sono con- 
tenuti staranno fra loro come i poligoni interi. Sia A la su- 
perficie del poligono iscritto di cui AB è un lato, Bla super- 
ficie del poligono simile circoscritto , A' la superficie del po- 
ligono di cui AM è un Iato, B ; la superficie del poligono si- 
mile circoscritto; A e B son cogniti, si tratta di trovare A* e B*. 

1. ° I triangoli ACD , ACM, il cui vertice comune è A, 

stanno fra loro come le rispettive basi CD , CM , d’ altronde 
questi triangoli stanno come i poligoni A ed A 1 , di cui fan- 
no parte-, dunque A : Ai: : CD : CM. (triangoli CAM, CME, 
il cui vertice comune è M, stanno fra loro come le basi ri- 
spettive CA , CE , questi medesimi triangoli stanno come i 

poligoni A' e B , di cui fanno parte , dunque A* : B : : CA : 

CE. Ma a cagione delle parallele AD , ME , si ha CD : 

CM : : CA : CE -, dunque A : A' : : A' : B -, dunque il po- 

ligono A*, uno di quelli che si cercano , è medio proporzio* 
naie fra i due poligoni cogniti A e B , e si ha per conse- 
guenza A=yXxB. - ' . 

2. ° A motivo dell’ altezza comune CM , il triangolo CPM 
stà al triangolo CPE come PM sta PE, ma la linea. Cp dividen- 
do in due parli eguali l’angolo MCE, si ha (6) PM ; PE : : CM : 
CE : : CD : CA : : A : A' : perciòCPM : CPE : A : A' : 
od in conseguenza a CPM:: CPM-4-EPE, o CME : : A : A-J-A'. 
MaCMPA o 2CMP e CME Stanno' fra loro .come i poligoni B' 
e B di Cu» fanno parte . dunque B( : B : : 2A : A+A 1 .Si 
è di già determinato A* ; questa nuova proporzione determi- 

2AX» 

rà B', e si avrà B' = X. -j-At : dunqne > col mezzo dei poli- 
goni A e B è facile trovare i poligoni A' e JP che hanno un 
doppio numero di lati. 

PROPOSIZIONE XIV. 

PROBLEMA. 

Trovare il rapporto approssimativo della circonferenza 
al diametro. 

(a) Pr. 6. - (b) Pr. 17, 2. 


Digitized by Google 



1 02 Geometria Piana , 

Sia il paggio del cerchio =1 ; il lato del quadrato iscrit- 
to sarà V2 (a); quello del quadrato circoscritto sarà eguale al 
diametro 2 -, dunque la superficie del quadrato iscritto =2 , 
e quella del quadrato circoscritto = 4. Ora se si fa A = 2, 
e B=4 , si troverà pel problema precedente l’ollagouo iscrit- 
to 

to A'=V8=:2,82S427i, e 1* ottagono circoscritto B1 = 2-f-y8 

5=3,3137085 , Conoscendo così gli ottagoni iscritti e circoscrit- 
ti si troveranno col loro mezzo i poligoni d’un doppio nu- 
mero di lati : bisognerà nuovamente supporre A=2, 8284271, 

2AXB 

B=s3,3 137085, e si avrà A'=VAXB=3, 0614674, e B* = 
=3,1825979. In seguito questi poligoni di 16 lati serviranno 
per far conoscere quelli di 32 , e si continuerà così finché il 
calcolo non dia più differenza fra i poligoni iscritti , e circo- 
scritti , almeno nelle cifre decimali a cui ci siamo fermati , 
che in questo esempio son sette. Arrivali a tal punto si con- 
chìuderà che il cerchio è uguale all’ ultimo risuliainenlo, per- 
chè il cerchio deve sempre esser compreso tra il poligono iscril* . 
to ed il poligono circoscritto -, dunque se questi non differi- 
scono fra di loro fino ad un ceri* ordine di decimali , il cer- 
chio pure non ne differirà fino al settimo ordine. 


Numero dei lati 
4 • • • 

• 


Poligono iscritto 
♦ 2,0000000 . 


• 

Poligono cir- 
coscritto 
. 4,0000000 

8 

9 • 

• 

♦ 

• 

• 

2,8284271 . 


• 


3,3137085 

16 

• • 

m 

a 

• 

• 

3,0614674 . 


• 


3,1825979 

52 

• • 

• 

• 


• 

5,1214451 . 




3,1517249 

3,1441184 

64 

• 


• 

• 

• 

3,1365485 . 


• 

• 

128 

• • 


« 

• 


5,1403311 . 


• 

• 

3,1422226 

256 

• • 

• 

t! 

• 

• 

3,1412772 . 


• 

• 

5,1417504 

512 

• • 


* 

• 

• 

5,1415138 . 


• 

« 

| 

3,1416321 

1024 

• • 

• 

• 

• 

• 

3,1415729 . 


m 

• 

3,1416025 

2048 

• » 

• 

• 

• 

• 

3.1415877 . 


• 

■ 

4,1415951 

4096 

• • 

f 

* 

• 

m 

3,1415914 . 



• 

3,1415933 

8192 

• • 

• 

) 

• 

• 

3,1415923 . 



• 

3,1415928 

16384 

• • 

• 

• 


• 

3,1415925 . 



• 

3,1415927 

32768 

• • 

• 

• 

- 

• 

3,1415926 . 



• 

3,1415926 


(a) 5. 
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Da ciò conchiudo chela superficie del cerehioni, 141 5926 . 
Si potrebbe aver dubbio sull’ ultima decimale a cagione degji 
errori prodotti dalle parti che vengono neglette ; ma il calcolo 
è stato Tatto con una decimale di più, per esser certi del ri* 
stillamento, che abbiam trovato fino all’ ultima decimale. 

Poiché la superficie del cerchio è uguale alla mezza cir- 
conferenza moltiplicata pel raggio , essendo il raggio=l , la 
mezza-circonferenza è 3,1415926; ovvero, essendo il diame- 
tro = 1 , la circonferenza è 3,1415926; dunque il rapporto 
della circonferenza al diametro , disegnato di sopra con « è 
=3,1415926. 

PROPOSIZIONE XV. 

& B M tf A. 

» Il triangolo CAB ( Fig. 17Ó. ) è equivalmente al triangolo 
» isoscele DCE, che ha u medesimo angolo C, il cui lato CE, 
» eguale a CD, e' medio proporzionale tra CA e CB. Di più , se 
» l'angolo CAB è retto, la perpendicolare CF abbassata sulla ba- 
ri se del triangolo isoscele sarà media proporzionale tra il lato CA 
» e la semi somma dei lati CA , CB. 

» Poiché , l.° a motivo dell' angolo comune C , il trian- 

» goto ABC stà al triangolo isoscele DCE come ACXCB stà a 

• < K 

» DCXCE , o DC (a) ; dunque questi triangoli saranno equi- 

» valenti , se UC=ADXCB , a se DC media proporzionale 
» tra AC e-CB. 

» 2.° La perpendicolare CGF tagliando in due parli egua- 
» li P angolo ACB, si ha (6) AG : GB : : AC : CB , donde 
» risulta, componendo AG : AG-fGB o AB : : AG : AC-f-CB. 
» ma AG stà ad AB come il triangolo ACG stà al triangolo 
» ACB, o 2CDF : d’altronde se l’angolo A è retto, i trian- 
» goli rettangoli ACG, CDF, saranno simili, e daranno ACG : 

» CDF : : CA : CF , dunque 

AC*: 2CF*: : AC : AC + CB. 

» Moltiplicando il secondojrapporlo per AC , gli antecedenti 

_a 

» diverranno eguali , e si avrà per conseguenza 2CF=ACX 

/AC+CB\ 

» ( AC-f CB ) , o =AC X ( § ) ; dunque 2.° , se l’ au- 


(a) Pi. 21, 3, — fi.) Pr. 17, 3. 
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» goto A è rato, la p'rpendicolare CF sarà media propor- 
» zionale Ira il lato AC e la semi-somma dei lati AC , CB. 

PROPOSIZIONE XVI. 


PHOBLBJMA. 


» Trovare un cerchio che di (ferisca tanto poco quanto ti vorrà 
» da un poligono regolare dato. 

» Sia proposto, per esempio, il quadrato BMNP; ( Fig. 
» 171.) si abbassi dal centro C la perpendicolare CA sul la- 
» lo MB e si tiri CB. 

» 11 cerchio descritto col raggio CA è iscritto nel qua- 
» drato •, ed il cerchio descritto col raggio CB è circoscritto 
» dal medesimo quadrato $ il primo sarà minore del quadra- 
ìì lo , il secondo sarà maggiore *, ma si tratta di ristringere 
» questi limiti. 

» Si prendano CD e CE eguali ciascuna alla media pro- 
» porzionale tra CA e CB , e tirisi ED *, il triangolo isoscele 
» CDE sarà equivalente al triangolo CAB (a)-, si faccia lo stes- 
» so per ciascuno degli otto triangoli , che compongono il 
v quadrato, e si formerà cosi un ottagono regolare eqnivalen- 
» te al quadrato BMNP. 11 cerchio descritto col raggio CF 

CV-4-CB 

■» medio proporzionale fra CA e !, sarà iscritto nel- 


» l’ ottagono , ed il cerchio descritto col raggio CD gli sarà 
» circoscritto. Laonde il primo sarà minore del quadrato da- 
» lo , ed il secondo maggiore. 

» Se si cangia nella medesima maniera il triangolo ret- 
» langolo CDF in un triangolo isoscele equivalente , si for- 
» metà con tal mezzo un poligono regolare di sedici lati 
» equivalente al quadrato proposto. Il cerchio iscritto io que- 
» sto poligono sarà minore del quadralo , ed il cerchio cir- 
» coscritto sarà maggiore. 

ìì Si può continuare così finché il rapporto Ira il raggio 
» del cerchio iscritto , ed il raggio del cerchio circoscritto 
» differisca tanto poco quanto si vorrà dall’ eguaglianza. Al- 
» lora e 1’ uno e I’ altro cerchio potrà essere riguardalo come 
» equivalente al quadralo proposto. 

» Scolio. Ecco a che cosa riducesi la ricerca dei raggi 
» consecutivi. Sia a il raggio del cerchio iscritto in uno dei 
» poligoni trovali, 6 il raggio del cerchio circoscritto al me- 


(a) Pr. 61. 
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» dcsimo pogliono -, siano a' e 6*i raggi simili pel poligono 
» susseguenie che ha un doppio numero di lati. Secondo 
» ciò che abbiamo dimostrato , b 1 è una media proporzio- 
ni naie fra a e 6 , ed a' è una media proporzionale! fra a • 
6f— f-fr 

» ed ~~2~ ; talmente che, si avrà b' = \ a x 6 , ed o’ ss 

V o-t-J 

: dunque, essendo cogniti i raggi a e 6 d'un po- 

» ligono , se ne dedurranno facilmente i raggi fa’ e b 1 del 
» poligono seguente : e si continuerà così finché la differenza 
» fra i due raggi sia divenuta insensibile-, allora l’uno o l’al- 
» irò di[quesli raggi sarà il raggio del cerchio equivalmente al 
» quadralo o al poligono proposto. 

» Questo metodo è facile a praticarsi in linee h poiché si 
» riduce a trovare delle inedie proporzionali succc&ive fra li- 
» nee cognite; ma riesce ancora meglio in numeri ed è uno 
» dei mezzi più comodi che la geometria elementare possa 
» offerire per trovar prontamente il rapporto approssimativo 
» della circonferenza al diametro. Sia il lato del quadrato 
» =2, il primo raggio iscritto CA. sarà 1 , ed il primo rag- 
li gio circoscritto CB sarà Y2 ovvero t , 4142136. Facendo 
» dunque a=l e 6=1, 4142136, si troverà ò , = 1 , 1892071, 

» ed a'=sl, 0986841. Questi numeri serviranno a calcolare i 
» seguenti secondo la legge data di continuazione. 

» Ecco il risultumento del calcolo fatto fino a sette ov- 
» vero otto cifre colle tavole dei logaritmi ordinari. 

Raggi de* cerchi circoscritti Raggi de’ cerchi iscritti 


1 , 4142136 
1 , 1892071 
4 ; 1430500 
1 , 1320149 
1 , 1292862 
4 , 4286063 


1 , OOOOOOO 
4 , 0986841 
4 , 4210863 
l , 1265659 
1 , 1279257 
1 , 1282657 


» Ora che la prima metà delle cifre è ridotta la mede- 
» sima da ambe le parti , si potrà , invece de* medi geom A - 
» trici , prendere i medi aritmetici , eh' na differiscono so 1 
» tanto nelle decimali ulteriori. Con tal mezzo l’operazione 5 
» abbrevia molto , ed i risultamenii sono , 
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, 4284360 . . . 

.... 4 , 4283508 

4 , 4283934 . . . 

.... 1 , 4283721 

1 , 4283827 . . 

.... 4 . 1283774 

1 , 4283804 . . 

. . . . 1 , 4283787 

4 , 4283794 . . . 

. . . . 4 , 1283791 

4 , 4283792 . . . 

.... 4 , 1283792 


» Dunque I, 4283792 è approssimativamente il raggio dei 
» cerchio eguale in superficie al quadrato il cui lato è 2. Da 
» ciò è facile trovare il rapporto della circonferenza al dia- 
» metro, perchè si è dimostrato che la superficie del cerchio 
« è eguale al quadrato del raggio moltiplicato per il nume- 
v ro « ; dunque se si divide la superficie 4 pel quadrato di 
» 1, 1283792, si avrà il valore di « , che si trova con que- 
« sto calcolo essere 3 , 4423926 ce. , come si era trovalo 
» con un altro metodo. 


APPENDICE AL LIBRO IV. 


DEFINIZIONI. 

» 1. Si chiama massimo la quantità la più grande fra tut- 
» te quelle della medesima specie : minimo la più piccola. 

» Così il diametro del cerchio è un massimo fra tutte le 
» rette che congiungono due punti della circonferenza , e la 
» perpendicolare è un minimo fra tulle le rette condotte da 
» un punto dato ad una linea data. 

» 2. Si chiamano figure isoperimetre quelle che hanno. ì 
» perimetri eguali. 

PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 

» Fra tulli * triangoli della stessa base e dello stesso pe- 
» rimetro , il triangolo massimo è quello nel qn'ile t due lati 
» non determinali sono eguali. 

\ 
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» Sia AC=CB ( Fig. 472. ) ed AM+MB=\C-+CB -, di- 
» co che il iriangolo isoscele ACB è maggiore del triangolo 
» AMB che ha la medesima base e lo stesso perimetro. 

» Dal punto C, come centro, e col raggio CA=CB, de- 
» scrivasi una circonferenza che incontri CA prolungala in 
v D 5 tirisi BD , e l’ angolo DBA iscritto nel semi-cerchio , 
» sarà un angolo retto (a). Prolunghisi ia perpendicolare BD 
» verso N , si faccia MN=MB , e si tiri AN. Finalmente dai 
» punii M e C si abbassino MP, e CG perpendicolari sopra DN. 
» Poiché CB = CD ed MN = MB , si ha AC+CB=AD , ed 
» AM+MB=AM+MN. Ma AC-fCB=AM+MB '> dunque AD 
» =AM+MN ; dunque AD>AN. Ora , se 1’ obliqu a AD è 
» maggiore dell’obliqua AN, essa dev’essere più lontana dal- 
» la perpendicolare AB •, dunque DB>BN } dunque BG , che 
» è metà di BD (6), sarà più grande di BP , metà di BN. 
» Ma i triangoli ABC , ABM , che hanno la medesima base 

» AB , stanno fra loro come le rispettive altezze BG , BP , 

a dunque poiché si ha BG>BP, il triangolo isoscele ABC è 
» maggiore del non isoscele ABM della medesima base, e del- 
» Io stesso perimetro. 

PROPOSIZIONE II. 

T E O B E M A 

» Dì tutti » poligoni isoperimenli e di un medesimo numero 
a di lati quello eh' è un massimo ha i suoi lati eguali. 

» Poiché sia ABCDEF ( Fig. 173. ) il poligono massimo , 
» se il lato BG non è eguale a GD , facciasi svila base BD , 

» un triangolo isoscele BOD, che sia isopérimetro a BCL>. Il 

v triangolo BOD sarà maggiore di BCD (c), e per conseguen- 
» za il poligono ABODEF sarà {maggiore di ABCDEF •, dun- 
» que quest’ultimo non sarebbe il massimo fra lutti quelli , 
» che hanno l’ istesso perimetro , ed il medesimo numero di 
» lati , il che è conira la supposizione. Dunque si deve ave- 
» re BC=CB : avremo per la medesima ragione Cl)s=DE , 
v DE=EF , ec. , dunque lutti i Iati del poligono massimo 
» sono eguali tra loro. 


(a) Pr. 13 , 2. - (b) Pr. 42 , 4. - (c) Pr. i. 
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PROPOSIZIONE IH. 


TEOREMA. 

» Di tutti i triangoli formati con due lati facendo fra 
» loro un angolo a piacimento , il massimo è quello in cui 
» i due lati formano un angolo retto. 

» Siano due i triangoli BAC , BAD , ( Fig. 174. ) che 
» hanno il Iato AB comune, ed il lato AC=AD; se 1’ ango- 
» lo BAC è retto, dico che il triangolo BAC sarà maggiore 
•» del triangolo BAD , nel quale l’angolo A è acuto , ovvero 
'» ottuso. 

» Poiché, avendo la stessa base AB, i due triangoli BAC, 
» BAD stanno come le altezze AC , DE ; ma la per pendieoi a- 
» re DE è minore dell’ obliqua AD , o della sua eguale AC ; 
» dunque il triangolo BAD è minore di BAC. 

PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA. 

‘ I 

» Di tutti i poligoni formati con dei lati dati ed un ultimo 
» a piacimento , il massimo dev'esser tale che tutti i suoi angoli 
v siamo iscritti in una mezza-circonferenza di cui il lato inco- 
v gn lo sia il diametro. 

>» Sia ABCDEF (Fig. 175. ) il massimo dei poligoni for- 
» mali coi lati dati AB, BC, CD. DE, EF, ed un ultimo AF 
» a piacimento - , tirale le diagonali AD, DF. Se l’angolo ADF 
» non fosse retto , si potrebbe , conservando le parti ABCD, 
» DEF tali quali sono , aumentare il triangolo ADF , e per 
» conseguenza il poligono intero, rendendo l’ angolo ADF ret- 
» to conformemente alla proposizione precedente : ma questo 
» poligono non può essere aumentato di più , poiché si sup- 
» pone ginnto al suo massimo ■, dunque I’ angolo ADF è già 
» un angolo retto. Lo stesso è degli angoli ABC, ACF, AEF-, 
» dunque tutti gli angoli A, B, C, D, E, F, del poligono mas- 
» simo sono iscritti in una mezza-circoaferenza, di cui il la- 
» to indeterminato AF è il diametro. 

» Scolio. Questa proporzione dà luogo ad una questione 
» cioè se vistano più maniere di formare un poligono con dei 
i> lati dati, ed un ultimo incognito che sarà il diametro della 
» mezza-circonferenza nella quale gli altri lati sono iscritti. Pri- 
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» ma di decidere queste quistioni bi ogna osservare che se 
» una medesima corda AB sottende degli archi descritti con 
» differenti raggi AC . AD , ( Fig. 176. ) l’angolo al centro 
» appoggiato su questa corda sarà minore nel cerchio di cui 
» il raggio è maggiore ; così ACB<(\DB. Infatti l’ angolo ADO 
» =ACD-f CAD (in) ; dunque ACD<ADO , e raddoppiando da 
» una pat te e dall’ altra si avrà ACB<ADB. 

I •* . 

* PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA. 0 ' <J/ « 

. * • u 

d Non vi è che una sola mamera di formare il poligonb 
» ABCDEF ( Fig. 175. ) con dei lati rldti ed un ultimo in- 
» cognito , che sia il diametro della semi- circonferenza nella 
» quale sono iscritti gli altri lati. » , - 

» Poiché supponiamo che si sia trovalo un cerchio che 
» soddisfaccia alla questione-, se si prenda un cerchio maggio- 
» re, le corde AB, BC, CD, ec. corrisponderanno admngo- 
» li al centro minore. La somma di questi angoli al centro 
i> sarà dunque minore df due angoli retti : quindi le leslremi- 
» là dei lati dati non termineranno più all’ estremità d’ un dia- 
» metro. L’ inconveniente contrario avrà tuogo se si prenda 
» un cerchio minore -, dunque il poligono di cui si tratta non 
» può essere iscritto se non che in un solo cerchio. 

« Scolio. Si può cambiare a piacimento l’ordine de’ lati 
»> AB , BC , CD , ec. ed il diametro del cerchio circoscritto 
» sarà sempre Io stesso , come pure la superficie del poligo* 
» no-, poiché qualunque sia l’ordine degli archi AB, BC, ec. 
» basta che la lor somma faccia la semi-circonferenza, ed il 
» poligono avrà sempre la medesima superficie , poiché sarà 
i) eguale al semicerchio meno i segmenti AB , BC , ec. , la 
» somma de’ quali è sempre la stessa. 

PROPOSIZIONE VI.' 

TEOREMA. 

i) Di U lti i poligoni formati con dei lati dati il ma simo 
» i quello che si può iscrivere in un cerchio. 

» Sia ABCDEFG ( Fig. 177. ) il poligono iscritto, cd abedefg 
» il non iscrit libile formalo con dei lati eguali, talmente che 

(a) Pr. 27, 1. 
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» sia AR=a6 , BC=6c , ec. , dico che il poligono iscritto è 
» maggiore dell’ altro. 

» Tirisi il diametro EM, si congiungano AM, MB; sopra 
» a&=AB si Taccia il triangolo a6m=ABM , e si unisca etti. 

» In virtù della proposizione IV il poligono EFGAM ò 
» maggiore di efgam , a meno che questo non possa essere 
» similmente iscritto in una semi-circonferenza, di cui il la- 
» to etri sarebbe il diametro; nel qual caso i due poligoni sa- 
» rebbero eguali in virtù della proposiz one V. Per la mede- 
» sima ragione il poligono EDCBM è maggiore di edcftm, sal- 
» vo la medesima eccezione in cui vi sarebbe eguaglianza. Dun- 
» que il poligono intero EFGAMBCDE è maggiore di efgambcde 
» a meno che non sieno interamente eguali ; ma essi non lo 
» sono, poiché l’uno è iscritto nel cerchio, e l’altro è sup- 
» posto non iscriltibile, dunque il poligono iscritto è il mng- 
» giore. Togliendo da ambedue le parti i triangoli eguali ABM 
» abm , resterà il poligono iscritto ABCDEFG maggiore del 
» non iscriltibile abcd fg. 

» Scolio. Si dimostrerà come nella proposizione V , che 
» non può esservi che un sol cerchio, e per conseguenza che 
» un sol poligono massimo che soddisfaccia alla quistione : e 
» questo poligono sarebbe ancora della medesima superficie in 
» qualunque modo che si cangiasse l’ordine dei suoi lati. 

PROPOSIZIONE VII. 

T S 0 B B M A. 

» Il poligono regolare è un massimo/ra tulli i poligoni iso- 
ri perimetri , e d. un medesimo numero di lati. 

» Poiché, in virtù del teorema 11, il poligono massimo ha 
» tulli i suoi lati eguali ; e secondo il teorema precedente, è 
» iscriltibile nel cerchio; dunque questo poligono è regolare. 

PROPOSIZIONE Vili. 

LEMMA. 

» Due angoli al centro , misurati in due cerchi differenti, 
n stanno fra loro come gli archi compresi divisi per i loro raggi. 

» Così l’angolo C (Fig. 178. ) stà all’angolo 0 come il 
AB , , DE 

» rapporto — ; sta al rapporto 

AL* DO 
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» Con un raggio OF eguale ad AC descrivasi l’ arco FG 
» compreso Ira i lati OD, OE prolungali : a cagione de rag- 
li gi eguali AC , OF , si avrà parimonle C : 0 : : AD : 
A R rr , 

» FG (u) , ovvero : : _ . : . Ma a cagione degli archi si* 

AC FO 

» mili FG , DE , si ha fi) FG : DE : : FO : DO ; dunque 

nn r\r 

» il rapporio 1/ è .eguale al rapporto _ , e per conseguen- 


» Si Jha C : 0 


AB DE 
CA : DO' 


PROPOSIZIONE IX. 


T B O B B M A 

» Di due poligoni regolari isoperimenti quello , che ha più 
» lati è il maggiore. 

» Sia DE ( Fig. 179. ) il mezzo lato d’ un dei poligoni, 0 
» il suo centro , OE la sua fapotema ,* sia AB il mezzo-lato 
v dell’ altro poligono , C il suo centro , CB la sua apotema. 
» Si suppongano i centri 0 e C situati ad una distanza qua- 
» lunque OC, o le apoteme OE, CB nella direzione OC, cosi 
y> DOE , ed ACB sarantio i mezzi-angoli al centro dei poligo* 
» ni ; e siccome questi angoli non sono eguali, le rette CA, 
» OD prolungale s’ incontreranno in un punto F*, da questo 
» punto si abbassi su OC la perpendicolare FG; dai punti 0 e 
» C come centri , si descrivano gli archi Gl, GH, terminati 
» ai lati OF , CF. 

» Posto ciò , si avrà pel lemma precedente 0 : C : : 

pi p II 

» J- . . ; ma DE stà al perimetro del primo poligono come 

OG ■ CG 

•n 1’ angolo 0 stà a quattro angoli retti, ed AB stà al perime- 
» tro del secondo come l’angolo C stà a quattro angoli retti; 
» dunque, poiché i perimetri dei poligoni sono eguali , DE : 

» AB : : 0 : C , ovvero DE : AB : : 21 2L 1 Mollipli- 

OG * CG 

y> cando gli antecedenti per OG , ed i conseguenti per CG si 
» avrà DE X OG : AB X CG : : Gl : GII ; ma i triangoli 
» simili ODE , OFG danno OE : OG : : DE : FG , donde 

(a) Pr. 17. — (b) Pr. 11. 
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» risulta DEXOG=OEXFG; si avrà parimente ABX CG=: 
» CBXEG •, dunque OEXFG : CBXFG : : HI : GH \ ovve- 
» ro OE ; GB : : Gl : Gii. Se dunque faretti vedere che 
» l’arco Gl è maggiore dell’arco GII ne seguirà che l'apo- 
» tema OE è maggiore di GB. 

» Dall'altra parte di CF si faccia la figura CKr intera- 
» mente eguale alla figura CGa: , in modo che si abbia GK 
•» =CG , l’ angolo I1GK=HCG , e l’ arco Kx—xG ; la curva 

» KjtG invilupperà l’arco KHG, e sarà maggiore di quest’ar- 

» co (a). Dunque Gj? metà della curva è maggiore di GH metà 
» dell’arco *, dunque, con più ragione. Gl è maggiore di GII. 

» Risulta da ciò che l’apolema OE è maggiore di CB : 
» ma i due poligoni , avendo il medesimo perimetro , stanno 
» fra loro come le rispettive apoteme (6)*, dunque il poligono 

» che ha per mezzo-lato DE , è maggiore di quello , che ha 

» per mezzo-lato AC: il primo ha più lati, poiché il suoan- 
» golo al centro è minore , dunque di due poligoni regolari 
» isoperimelri quello che ha più lati è il maggiore. 

PROPOSIZIONE X. 

• G 

% TEOREMA. 

» Il cerchio è maggiore di ogni poligono isoperimelro. 

» Si è già dimostrato che di tutti i poligoni isoperimc- 
■n tri e d’ un medesimo numero di lati il poligooo regolare è 
» maggiore, laonde non si traila adesso che di paragonare il 
» cerchio ad un poligono regolare qualunque isoperimelro. Sia 
» Al ( Fig. 180. ) il mezzo-lato di questo poligono, C il suo 
» centro. Sia nel cerchio isoperimetro 1* angolo DOE=ACf , 
» e perciò l’arco DE eguale al mezzo-lato Al. Il poligono P 
» stà al cerchio C come il triangolo AC1 sià al settore ODE -, 
» cosi avremo P : C : : |AI X CI : | DE X OE ; : Gl : DE. 
» Sia tirata al punto E la tangente EG , che incontri OD 
» prolungata in G ; i triangoli simili ACl , GOE daranno la 
» proporzione CI : OE : : Al , ovvero DE : GE ; dunque 
» P : C : : DE ; GE , o come DE X 1 OE , che è la mi- 
« sura del settore DOE , stà a GE X ■ OE , che è le misura 
» del trirngolo GOE : ora il settore è minore del triangolo ; 
» dunque P è minore di C, dunque il cerchio è maggiore di 
» ogni poligono isoperimelro. 

Fine della Geometria Piana. 


(a) Pr. 9. — (li) Pr. 7. 
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